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1 Motivação
A histerese é um fenômeno de grande interesse da engenharia. Na literatura, existem

modelos capazes de modelá-la, como o de Bouc-Wen e o de LuGre. Devido à comple-
xidade do fenômeno e dos modelos, trabalhar com histerese ainda traz desafios, como a
identificação de parâmetros baseada em dados experimentais. Uma alternativa é buscar
respostas anaĺıticas para o sistema em função de seus parâmetros e compará-las com os
dados obtidos [3]. Porém, a obtenção destas respostas em modelos não suaves não é uma
tarefa trivial. Neste contexto, este trabalho busca soluções aproximadas para o modelo de
LuGre utilizando o balanço harmônico (HBM) de seus componentes por aproximação em
séries. No entanto, uma vez que o modelo de LuGre tem uma forte descontinuidade, este
trabalho também propõe uma forma de suavização dividindo-o em regiões para permitir
o uso do HBM.

2 O Balanço Harmônico do Modelo de LuGre
O modelo de LuGre, utilizado nesse trabalho com os parâmetros da Tabela 1, foi

inicialmente proposto para modelar atrito [4], porém também tem sido utilizado para
descrever o fenômeno de histerese [2], por meio da força não linear:

F = σ0Z + σ1Ż + σ2ẋ (1)

Ż = ẋ− σ0
|ẋ|
G (ẋ)

Z (2)

G (ẋ) = Fc + (Fs −Fc) e
−
[

ẋ
Vs

]2
(3)

Devido à não suavidade, a aplicação do HBM no LuGre não é trivial. Uma alternativa,
é o uso de operadores que lidem separadamente com os ciclos de carregamento e descar-
regamento da histerese [1]. Segundo o teorema de Weierstrass, se f(x) é uma função real
cont́ınua definida em um intervalo [a, b] e, se existe um erro de aproximação ε > 0, então
existirá um polinômio P (x) em [a, b] tal que:

|f(x)− P (x)| < ε∀x ∈ [a, b] (4)
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Seno assim, as funções Hc(x), de carregamento, e Hd(x), de descarregamento, são limita-
das entre [xmı́n, xmáx] e portanto, podem ser aproximadas separadamente por polinômios
de terceiro grau, como foi utilizado neste trabalho. Os polinômios obtidos são então unidos
em uma série de Fourier, possibilitando aplicar o HBM na equação suave resultante. Com
o procedimento descrito, obteve-se a aproximação da histerese vista na Figura 1:

Tabela 1: Parâmetros usados na simulação numérica.

m [kg] k [N/m] σ0 [N/m] σ1 [Ns/m] σ2 [Ns/m] Fc [N] Fs [N] Vs[m/s]

1 2 105
√

105 0.4 1 1.5 0.001
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Figura 1: Aproximação do laço de histerese por balanço harmônico gerado por uma excitação

u = sin (0.1t), sendo− a curva obtida por integração numérica, e− a curva obtida pela aproximação

sugerida neste artigo.

3 Considerações Finais
Neste trabalho foi posśıvel observar a aplicação de uma alternativa para lidar com

modelos com histerese por aproximações anaĺıticas. Deve-se observar também que a abor-
dagem não é útil apenas para a aplicação do HBM, mas também para outras aproximações
que encontrem na não suavidade um desafio, como por exemplo, usando os métodos har-
monic probing ou múltiplas escalas.
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