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Resumo. Neste trabalho foi desenvolvida a solugao para um problema de advecgao e difusao
anomala unidimensional utilizando o Método de Diferengas Finitas, programado no software
R. Além do termo de transporte advectivo e da difusdo priméria (correspondente ao fluxo
de Fick), a equagao de difusdo andémala inclui um termo correspondente a retencao ou fluxo
secundério. O problema foi solucionado para diferentes condicoes iniciais e de contorno,
sendo os resultados compativeis com os apresentados em trabalhos anteriores da literatura.

Palavras-chave. Retencao. Difusao. Bi-fluxo. Equacoes diferenciais de quarta ordem.

1 Introducao

Apesar da difusao de um soluto em um meio continuo ser usualmente descrito pela lei
de Fick, existem diversas aplicagoes em que o processo difusivo nao segue tal lei e necessita-
se de outras formulagbes [4,10]. Os pesquisadores Bevilacqua et al. [1-3] desenvolveram
uma formulagao analitica para descrever o comportamento do processo difusivo com uma
parcela de retengao do fluxo. Ganti et al. [4] trataram o transporte de cascalhos no leito
de rios como um processo de difusao anomala. No presente trabalho, visando uso em tais
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aplicagoes, incluiu-se um termo advectivo na equacao de difusao bi-fluxo, resultando na
seguinte equacao:
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il a2~ B =B Kiz— (1)
onde ¢ representa a concentragao de um soluto ou o nimero de individuos em uma po-
pulagao, x representa a coordenada espacial, t o tempo, v a velocidade, 5 a parcela sujeita
a difus@o priméria e (1 — ) é a parcela retida ou associada a difusdo secundaria, e Kj e
K, sao parametros relacionados a difusao primaéria e secundédria respectivamente.

Silva et al. [6] resolveram a equagao de difusdo anémala com a rotina NDSolve do
software Mathematica e realizaram o estudo de sensibilidade visando a estimativa dos
parametros da formulacao de difusdo anémala. Em artigos posteriores, a mesma equipe
de pesquisadores apresentou solugoes para o problema inverso de difusdo anémala [5,7, 8]
utilizando como metodologias a inferéncia Bayesiana e a maxima verossimilhanca.

Vasconcellos et al. [10] desenvolveram uma solu¢ao para o problema estacionéario uti-
lizando o Método de Volumes Finitos para resolver a equacao de difusao andémala, tendo
dedicado particular atencao as dificuldades numéricas relacionadas as condigoes de con-
torno (Dirichlet, Neumann e Robin).

No presente artigo apresentam-se os resultados para solugao do problema direto, para
o problema de adveccao e difusao anomala, utilizando-se o Método de Diferencas Finitas
programado no software R [9].

2 Solugao Numérica para o Problema de Difusao Anémala
com o Método de Diferencgas Finitas

O Método de Diferencas Finitas permitiu resolver numericamente a equacao diferencial
(1), a partir de discretizagoes no tempo e espago, e aproximagoes para cada termo de
acordo com expansoes em série de Taylor. A Figura 1 apresenta o esquema adotado para
representar a discretizagao do dominio espacial.
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Figura 1: Esquema para representagio da discretizacio espacial.

2.1 Nos interiores do dominio

A seguir apresentamos as equagoes de diferengas (2-5) adotadas para a solucao do
problema de advecgao e difusdo anémala correspondente a Equacao (1)
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Neste trabalho foi adotado um esquema implicito para resolver as equagoes de dife-
rengas finitas, ou seja, § = t + At nas Equagoes (2-5). Assim, a cada passo de tempo At
os valores da fungao ¢ foram calculados através da resolucao de um sistema de equacoes
algébricas lineares Ax = b, no qual a matriz A é pentadiagonal.

2.2 No6s do contorno do dominio

A solugao do problema depende do conhecimento de duas condigbes de contorno em
cada extremo do dominio espacial. Sendo assim, com base nas Refs. [7,10] foram imple-
mentadas combinagoes das seguintes condigdes de contorno: (i) valor da fungao conhecido
(Dirichlet); (ii) primeira derivada conhecida (Neumann); (iii) segunda derivada conhecida;
e (iv) combinagao conhecida do valor da funcao e da derivada primeira (Robin).

do d2¢
w10 @l,—g + w11 T » + w12 T2 W fuwl (6)
wno dlo+um L] tuwm L2l ¢ (1)
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onde L é o comprimento do dominio espacial. Assim, definindo adequadamente as variaveis
w1g, W11, W12, W0, W21 € wo2, bem como as fungdes fi,1 € fu2, nas Egs. (6 ¢ 7), é possivel
representar diferentes condigoes na fronteira esquerda. Para representar a fronteira direita
sao definidos os valores e1g, €11, €12, €20, €21 € €22, bem como as fungoes fe1 e feo, nas
Egs. (8 ¢9).
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3 Resultados e Discussao

Com objetivo de avaliar diferentes estudos de caso, foram considerados dois problemas
com as condicoes iniciais e de contorno descritas na Tabela 1, que correspondem a situagoes

idénticas aquelas tratadas na

Ref. [7].

Tabela 1: Problemas estudados.

Condicao Problema A Problema B
nicial o, 1)l = sen (F) | ¢l B)l,_g = [sen (F2)]'" +1
Contorno & esquerda 1 d(x,t)],_o=0 oz, b)), =1
2
Contorno 3 da 2 U] - ) !
ontorno & esquerda |, |,
Contorno a direita 1 ¢(x,t)],_;, =0 oz, b)), =1
2
Contorno & direita 2 ¢ =0 g
ontorno & direita =, |,

As solugoes dos Problemas A e B apresentados na Tabela 1 foram avaliadas com seis
diferentes conjuntos de parametros, sendo que para todos os casos L =1,00e 5 =0,20, e
os outros parametros estao apresentados na Tabela 2, onde ¢; corresponde ao tempo final
de observacao considerado para o problema de adveccao e difusao andémala.

Tabela 2: Estudo de Casos implementados.

Varidavel | Casol | Caso2 | Caso 3 | Caso4 | Caso5 | Caso 6

Problema A A A B B B
Ky 1,00E-3 | 1,00E-3 | 1,00E-3 | 1,00E-3 | 1,00E-3 | 1,00E-3
Ky 1,00E-5 0,0 1,00E-5 | 1,00E-5 0,0 1,00E-5
v 0,00 0,01 0,01 0,00 0,20 0,20
tr 100 100 100 1,0 1,0 1,0

Em todas as simulagoes realizadas, o tempo de observacao foi discretizado em 1000
intervalos e o dominio espacial em 100 intervalos. O tempo computacional em um notebook
com processador Intel(R) Core(TM) i5-5200U CPU @e 2.20GHz foi de aproximadamente
0,6s para cada simulacgao realizada.

Na Figura 2 sao representados os resultados obtidos para os casos 1 e 4, ou seja,
considerando uma velocidade nula, v = 0, e com valores tipicos ja utilizados na literatura
para os demais parametros [8,10] e, portanto, com comportamento conhecido para fins de
validacao.
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Figura 2: Solucao para os casos 1 e 4 (difusdo primadria e secundéria).

Observa-se a perfeita simetria nas solugoes obtidas para as duas condi¢Oes iniciais
estabelecidas, resultado que também é consequéncia das condi¢oes de contorno adotadas

para os dois problemas.

A Figura 3 apresenta os resultados obtidos para os casos 2 e 5 estudados, ou seja,
eliminando a difusao secundaria K, = 0,0, e com velocidade conhecida v = 0, 01.
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Figura 3: Solucao para os casos 2 e 5 (advecgao e difusdo primdria).

No problema A, o valor da derivada segunda é nulo, mas a primeira derivada é desco-
nhecida, acarretando em uma declividade decrescente ao longo do tempo do lado direito
do gréfico. No problema B, o valor da derivada primeira é nulo, contribuindo para manter
a simetria da onda ao longo do trajeto no segundo gréfico.

Na Figura 4 sao apresentados os resultados obtidos nos casos de estudo 3 e 6, com a
presenca de todos os fenomenos de interesse: adveccao, difusdo primaria e secundaria.

DOI: 10.5540/03.2018.006.02.0325 010325-5 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.02.0325

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

Caso 3) v=0,01 t=0 ... linha vermelha Caso 6) v=0,20 t=0 ... linha vermelha
K2=10E-3 K2=10E-3
K4:1,’0 ES =25, 50,75 e 100 __linha verde K4=1,0E-5 1=025,050,075 e 1 nha verde
g i =0 E | t=0
R £ .|
< < < ¥
o - \
J | .’
o | o | L77 Y
e T T T T T T T T T T T - T T T T T T T T T T T
o o o o o o o o o o - o o o o o o o o o o ~—
X X

Figura 4: Solucao para os casos 3 e 6 (com adveccao, difusdo primédria e secundéria).

E possivel perceber o efeito da difusao secundaria ao comparar as Figs. 3 e 4. Destaque
para o aumento da retencdo, no problema A, que pode ser percebida pela a diferenca na
inclinacao das curvas do lado direito dos graficos. No problema B, é possivel observar o
efeito de retencao proporcionado pela difusao secundéria ao perceber o aumento da largura
na onda advectada.

4 Conclusoes e Trabalhos Futuros

As solugbes numéricas obtidas para os estudos de caso considerados permitiram ava-
liar separadamente o efeito advectivo, da difusdao primaria e da secundéaria em diferentes
condigoes iniciais e de contorno.

Com a solugao desenvolvida, serd possivel calibrar o novo modelo de advecgao e di-
fusao anomala com dados experimentais para uso em aplicacoes onde ocorram efeitos de
retengao. Com tal objetivo, a solucao sera também implementada para duas dimensoes,
bem como serd realizado o estudo de sensibilidade e finalmente serao aplicadas técnicas
para solucao de problemas inversos.

Para a solugao de problemas inversos, busca-se com frequéncia solucoes para os pro-
blemas diretos correspondentes que sejam acurados e obtidas com tempo computacional
reduzido. A solugdo aqui apresentada atende estes requisitos.
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