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Resumo. O propésito deste trabalho foi de estudar a propagacao de doengas infecciosas
com o uso do Modelo Baseado em Individuos (MBI) em conjunto com a teoria de redes
complexas. Para isso, foram utilizados modelos de redes complexas amplamente conhecidos
na literatura e analisadas as propriedades topolédgicas usuais das rede produzidas por tais
modelos. Verificou-se o efeito topoldgico das mesmas na evolugao de uma dada doenga, e
observou-se que, redes complexas com diferentes topologias resultam em curvas de individuos
infectados com diferentes comportamentos, e desta forma, que a evolugdo de uma dada
doenga é altamente sensivel a topologia de rede utilizada. Mais especificamente, observou-se
que quanto maior o valor do comprimento do salto médio, mais rapida sera a propagagao
de uma doenca e, consequentemente, maior serd o nimero de individuos infectados.
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1 Introducao

Doencas infecciosas ou transmissiveis sao causadas por agentes biolégicos, como por
exemplo, virus ou bactérias. Métodos que possam auxiliar a prevencao dessas doencas, de
forma a diminuir sua incidéncia, tornam-se cada vez mais necessarios. Diversas estratégias
de modelagem de doengas infecciosas tém sido propostas na literatura através do uso de
modelos compartimentais por meio de equagoes diferenciais ordindrias e parciais, cadeias
de Markov, automatos celulares, métodos de otimizagao, entre outros [3-5,10]. Estudos
recentes tém mostrado que a teoria de redes complexas constitui um suporte natural para
o estudo da propagacao de uma doenga [11]. Uma rede complexa é definida por conjuntos
de vértices (nds), arestas (conexdes, ligagoes ou links) e algum tipo de interagao entre seus
vértices [11].

Os Modelos Baseados em Individuos (MBI’s) em conjunto com a teoria de redes com-
plexas tém sido crescentemente empregados na modelagem de processos infecciosos [9].
Portanto, a modelagem da propagacao de uma doenca infecciosa, proposta no presente
trabalho, combinara conhecimentos relacionados aos MBI’s e redes complexas.
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2 MBI

O MBI consiste de uma estrutura discreta na qual ocorrem os relacionamentos entre
um certo nuimero de individuos, cujo comportamento é determinado por um conjunto de
caracteristicas [9] que evoluem estocasticamente no tempo. O MBI pode ser expresso por
uma matriz Py, x5, onde cada uma de suas linhas representa um individuo e cada uma
de suas colunas representa uma caracteristica. Para cada passo de tempo t, tal matriz
(populagao) pode ser representada por

movt ¢ t t A
i 01,2 C'1,3 e Cl,n
t ¢ ¢ ¢
C31 02,2 C'2,3 e C2,n
¢ ¢ ¢ ¢
P = s 03,2 C'3,3 Ca,n . (1)
t ¢ t ¢
L Cm,l Cm,2 Cm,3 ce Cm,n _

Nesse trabalho, o MBI é constituido das seguintes caracteristicas [8]:

e (1 é o estado de um individuo em relacao & epidemia (suscetivel (0), infectado (1)
ou recuperado(2)).

e (5 é a idade de um individuo em anos, sendo que a cada iteragdo é adicionado At
na sua idade. Em ¢ = 0, a idade é zero, ou seja, Cy = 0.

e (3 é a idade maxima em que um individuo poderda viver. No momento do seu
nascimento, essa idade é obtida por:

C3 = —pimpi log(ay), (2)

onde ., € a expectativa de vida da populagao e a, é uma varidvel aleatoria uni-
formemente distribuida entre 0 e 1.

e (4 é o tempo em anos que um individuo se encontra infectado. Em t = 0, esse tempo
é zero, ou seja, Cy = 0.

e (5 é 0o tempo maximo em que um individuo permanece infectado. No momento da
infeccao, esse tempo é obtido por:

05 = —TYmbi log(au)7 (3)
onde Yy € 0 periodo da infecgao.

Por definicao, individuos suscetiveis e recuperados possuem caracteristicas Cy = 0 e
C5 = 0 quando t = 0. O numero de individuos suscetiveis, infectados e recuperados em
um dado instante ¢ é denotado por S(t), I(t) e R(t), respectivamente.
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3 Modelo SIR

O modelo SIR foi proposto em 1927 por Kermack e Mckendrick [7]. Tal modelo divide
a populagao em trés classes disjuntas: individuos que nao estao infectados, mas podem
se tornar, denominados suscetiveis (S); individuos que estao infectados e podem infectar
outros individuos, denominados infectados (I) e, por fim, individuos que se recuperaram
da infeccao e adquiriram imunidade temporaria, denominados recuperados (R). O modelo
classico SIR, definido por um sistema continuo de trés equagoes diferenciais ordinarias,
considera que a distribuicao de individuos é espacial e temporalmente homogénea e o
mesmo descreve a evolugao temporal do tamanho de cada classe epidemioldgica.

No modelo SIR e na formulagao original do MBI, as relacGes entre os individuos sao
representadas por grafos completos, onde todos os individuos estdo conectados entre si.
Contudo, a topologia de uma rede real nao pode ser descrita por uma rede puramente
aleatéria. Desta forma, neste trabalho o MBI foi modificado, de forma que o mesmo
incorporasse modelos mais realisticos de redes de contato na propagagao de uma doenga
infecciosa.

4 Resultados

Ao se levar em conta que o MBI é discreto e com base nos parametros do modelo SIR
utilizado [7], pode-se atribuir as seguintes rela¢oes entre os mesmos:

mei = BsirAt7

1
b= —— 4
Hmbi LLsir (4)
1
Ymbi = )
Vsir

onde 3 é a taxa média de contatos de individuos infectados com suscetiveis por unidade
de tempo.

A partir da Equacao 4, é possivel estabelecer uma equivaléncia entre o modelo SIR e o
MBI, de forma que as solugdes dos mesmos apresentem comportamentos similares [9]. A
Figura 1 ilusta a equivaléncia entre as solugoes de tais modelos. Mais especificamente, a
Figura 1(a) apresenta a solugao do modelo SIR (linhas em preto) para o estado epidémico
(ntimero reprodutivo bésico Rg > 1) e pgr = %, Ysir = % e Bsir = 0,5. Sao ainda
apresentadas as solugoes do MBI para e = 70, Yimpi = 36, Bmpi = 0,05 e At = 0,1,
obtidas sobre 10 diferentes realizagoes. Em ambos os modelos foram considerados N =
1.000, S(0) = 700, I(0) = 300 e R(0) = 0. Pode-se observar ainda que, para todas
as realizacoes efetuadas, as solugoes do MBI se aproximam da solu¢ao do modelo SIR.
A proximidade entre as solucbes ocorre independentemente do conjunto de pardmetros
utilizado e da doenga infecciosa ser ou nao epidémica, conforme mostra a Figura 1(b).
Nesse caso, foram considerados para o modelo SIR os valores g = %7 Vsir = i e
Bsir = 0,05 e, para o MBI, os valores fimp; = 70, Vimpi = 24 € B = 0,005 (Rp < 1).

Como na topologia de uma rede real um individuo nao possui contato direto com
todos os outros individuos da populagao, nesse trabalho o MBI foi adaptado de forma a
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Figura 1: Numero de individuos suscetiveis, infectados e recuperados em funcao de t para
os modelos SIR e MBI

incorporar modelos mais realisticos de redes de contato na propagacao de uma doenga
infecciosa. Nesse sentido, o objetivo foi analisar o efeito da topologia de tais redes nas
solucoes produzidas pelo MBI e, como tais, se desviavam da solugao produzida pelo modelo
SIR. Para cada tipo de simulagdo na qual o MBI foi executado, utilizou-se os modelos de
rede aleatéria de Erdos e Rényi (ER) [6], mundo pequeno de Watts e Strogatz (WS) [11]
e livre de escala de Barabési e Albert (BA) [1].

A Tabela 1 apresenta os parametros utilizados na geragao das redes em estudo como
também as medidas topoldgicas utilizadas para a caracterizagdo das mesmas [2]. Para
efeito de comparacao dos resultados obtidos, a densidade de conexées foi fixada em d =
0,10 em todas as redes em estudo, valor frequentemente encontrado em redes de contatos
reais [9)].

Tabela 1: Caracteristicas topoldgicas das redes aleatéria, mundo pequeno e livre de escala.
pk mo | (k) (L) (C) A

ER | 0,10 - - 199,9 1,90 0,100 667,83

WS | 0,01 100 - 200,0 2,42 0,725 104,04

BA - - 105 | 200,5 1,90 0,179 690,99
p:  probabilidade de conexdo (ER), e probabilidade de reconexao (WS)
k:  nuimero de vizinhos a direita
1o numero inicial de vértices da rede

—
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grau de conectividade médio
comprimento médio do menor caminho
coeficiente de agrupamento médio
comprimento do salto médio
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A Figura 2 ilustra as curvas médias de individuos infectados, solu¢ao do MBI para cada
uma das redes em estudo, com base em 1.000 diferentes realizacoes, e a solugcdao do modelo

SIR correspondente. Conforme esperado, as solugoes do MBI com uma rede aleatéria
e a do modelo SIR correspondente coincidem. Contudo, para as demais redes ha uma
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diferenca entre as solugoes dos modelos SIR e MBI. Isso se deve ao fato das topologias das
redes mundo pequeno e livre de escala se desviarem da topologia de uma rede aleatéria.
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Figura 2: Comparagao do MBI com redes complexas aleatéria, mundo pequeno e livre de
escala (linhas continuas) com o modelo SIR (linhas tracejadas).

A Figura 3 ilustra a solugao do MBI com redes complexas, mais especificamente, o
ntumero de individuos infectados para os trés modelos de redes complexas em estudo, com
base em 1.000 diferentes realizacées. Os parametros utilizados foram os mesmos adotados
na Figura 1(a), ou seja, Yimp; = 36, Bmpi = 0,05, fmp; = 70. Observa-se, de modo geral, que
redes complexas com diferentes topologias resultam em curvas de individuos infectados com
diferentes comportamentos, e desta forma, que a evolugao de uma dada doenca é altamente
sensivel a topologia de rede utilizada. Mais especificamente, observa-se que as conexoes
de curto alcance presentes, em grande nimero, na rede mundo pequeno fazem com que a
propagacao da doenca ocorra, preferencialmente, entre os vizinhos mais préximos de um
dado vértice. No caso da rede aleatdria, as conexoes de longo alcance, presentes em grande
numero, fazem com que um dado vértice infecte, preferencialmente, seus vizinhos mais
distantes. Em uma rede livre de escala, a presenca de hubs (vértices altamente conectados),
faz com que esses vértices infectem, a cada passo de tempo, um ntimero elevado de outros
vértices. Desta forma, justifica-se o niimero de individuos infectados ser menor para a
rede mundo pequeno do que para a rede aleatoria, e ainda, esse niimero ser o maior para a
rede livre de escala (¢t > 140). A Figura 4 ilustra o efeito descrito anteriormente, ou seja,
a forma com que uma doenca se propaga em redes complexas com diferentes topologias,
representadas por individuos suscetiveis (vértices em verde), individuos infectados (vértices
em vermelho) e individuos recuperados (individuos em azul) para 0 < ¢ < 4. Observa-se
ainda, com base na Tabela 1, que quanto maior o valor do comprimento do salto médio,
mais rapida serd a propagacao da doenga e, consequentemente, maior sera o nimero de
individuos infectados.

5 Conclusoes

Nesse trabalho, utilizou-se o MBI em conjunto com diversos modelos de redes com-
plexas para a modelagem da propagacao de uma doenca infecciosa. Desta forma, foi
feita uma andlise do efeito da topologia de tais redes nas solucoes produzidas pelo MBI.
Conclui-se que a evolugao de uma dada doenga é altamente sensivel a topologia de rede
utilizada. Mais especificamente, observou-se que quanto maior o valor do comprimento do
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Figura 3: Curvas de individuos infectados em fungao do tempo para os modelos de redes
complexas em estudo.
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Figura 4: Propagacao de uma doenca em uma rede aleatoria, mundo pequeno e livre de
escala, respectivamente com N = 20 vérticese t =0,1,2,3 e 4.

salto médio, mais rapida serd a propagacao da doenga, e consequentemente, maior sera
o nimero de individuos infectados. A pesquisa desenvolvida nesse trabalho mostra que,
o uso do MBI em conjunto com a teoria de redes complexas, pode ser uma ferramenta
simples e eficaz na modelagem mais realistica de uma doenga infecciosa.
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