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Resumo. A otimizacdo nao suave é um ramo da otimizacdo que trabalha com funcoes
objetivo ndo diferencidveis em um subconjunto do dominio. O algoritmo Gradient Sampling
(GS) foi proposto recentemente e minimiza a fungao objetivo com base no gradiente calcu-
lado em amostras de pontos gerados uniformemente em uma vizinhanga do ponto corrente.
Variagoes deste método envolvendo diferentes tamanhos de diregoes e diferentes valores de
parametros foram exploradas no presente trabalho. Problemas conhecidos da literatura fo-
ram utilizados para analisar comparativamente o comportamento de algumas variantes do
método e sua dependéncia com relagdo ao nuimero de pontos amostrados. O nimero de
iteragoes e o valor 6timo obtido foram as medidas de eficiéncia utilizadas.
Palavras-chave. Otimizagdo nao diferencidvel, Otimizagao irrestrita, Algoritmos, Amos-
tragem (Estatistica), Experimentos numéricos

1 Introducao

Problemas de otimizagao envolvendo funcées nao suaves possuem grande interesse
pratico, uma vez que estes estdo presentes em diversos problemas reais [8-10]. Tais pro-
blemas podem ser agrupados em duas classes distintas: aqueles que lidam com funcgoes
convexas e os demais problemas de otimizacao nao suave, que apresentam fungoes nao
convexas como um complicador adicional.

Com o objetivo de apresentarem um método robusto para a segunda classe de pro-
blemas, os autores em [3] sugerem um algoritmo chamado Gradient Sampling (GS). O
algoritmo tem suas raizes nos trabalhos apresentados em [1,2], e tem como principal ideia
generalizar o algoritmo de maxima descida para fungoes nao suaves. Para tanto, o método
GS faz uso de uma amostra de pontos em volta do ponto corrente para obter informagoes
do comportamento local da funcao em questao. Assim, o algoritmo é capaz de calcular
uma direcdo de busca satisfatoria e obter um decréscimo suficiente da funcao objetivo a
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cada iteragao. Uma das vantagens deste método é lidar apenas com pontos onde a fungao
objetivo ¢é diferencidavel. Em outras palavras, o método GS nunca faz uso de subgradientes.
Neste trabalho apresentamos o algoritmo GS, discutindo brevemente algumas de suas va-
riantes. Como contribuicao do nosso estudo, andlises de desempenho destas variantes sao
feitas a partir da solucao de uma colecao de problemas de otimizacao nao suave presentes
na literatura [5,12].

2 O Método GS e Variantes

O método Gradient Sampling tem como objetivo resolver o seguinte problema de oti-
mizagao
min f(o), (1)
reR™
sendo f : R™ — R uma funcao localmente Lipschitz continua e continuamente diferenciavel
em um conjunto aberto D C R™. Ademais, D deve ser de tal forma que o conjunto R™\ D
tenha medida de Lebesgue zero [4].
Este algoritmo pode ser visto como uma generalizagao do método de maxima descida.
A cada iteracdo k, o algoritmo GS encontra uma direcio de busca d* e, através de uma
busca linear, calcula um tamanho de passo t; para, ao final da iteracao, definir o préximo
ponto 2**+1 (veja Figura 1). A grande diferenca entre o método de Cauchy e o algoritmo
GS esta na forma como estes métodos encontram uma direcao de descida para a funcao
f em z¥. Enquanto o método de maxima descida define d* = —V f(z*), o algoritmo GS
necessita de uma colecdo de gradientes calculados ao redor do ponto corrente z* para
garantir que d* serd uma boa direcao de descida para a funcio objetivo.

Obtenha uma Obtenha um

dire¢do de tamanho de
busca passo

— —

AN /

Pt = 2k t.dF

k+—k+1

Figura 1: Esboco simplificado do algoritmo GS

Para facilitar a compreensao do passo % que aparece na Figura 1, recorremos ao auxilio
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da Figura 2. Para o calculo da direcao d*, o algoritmo sorteia uniformemente pontos ao
redor do iterando z*, em uma bola com raio amostral e,. Como, por hipétese, o conjunto
R™\ D tem medida zero, isto significa que, com probabilidade 1, a fungao f é diferencidvel
nos pontos sorteados. Desta forma, podemos, com probabilidade 1, calcular os gradientes
de f nestes pontos e obter g* como o vetor de menor norma no conjunto formado pela
combinacio convexa destes gradientes. Assim, fazemos d* = —g¥. Caso ||d*|| seja menor
que uma dada tolerancia vy, entao reduzimos o raio amostral e a tolerancia, e fazemos um
novo sorteio. O algoritmo termina quando tanto o raio amostral € quanto a toleréncia vy
estao pequenos o suficiente.

E possivel demonstrar que, para toda iteracao k, a direcio calculada d* é uma direcio
de descida para f em z*. Assim, com o auxilio desta informacao, Kiwiel [7] mostrou que,
se f é limitada inferiormente, entao qualquer ponto de acumulagdo da sequéncia {:ck} é
um ponto estacionario para f.

Figura 2: Esboco do célculo da direcdo d*. Os pontos %! e 22 representam os pontos sorteados
ao redor do iterando z*. O valor €; é chamado de raio amostral. A direcdo g* é o vetor de menor
norma no fecho do casco convexo das direcdes V f(z*), Vf(z"1) e V f(z"2).

Inicialmente, em [3], o método GS foi proposto com d* = —g¢*/||g*||. Porém, no
ano de 2007, Kiwiel apresenta uma variante deste método que, a cada iteracao, define
d¥ = —gF. Além desta forma ndo normalizada da direcio de busca ser mais coerente

com o método de méxima descida, este novo d* tem a vantagem de satisfazer, com mais
facilidade, o decréscimo suficiente da busca linear quando z* estd préximo de um ponto
estacionario. Contudo, mesmo com esta mudancga, existe a possibilidade da busca linear
falhar na préatica. Isto ocorre porque, quando os pontos sorteados nao apresentam sa-
tisfatoriamente a informacao local da funcdo f, a norma do vetor g* pode ter um valor
muito alto, mesmo quando zF estd préximo de um ponto estaciondrio. Assim, para que o
decréscimo suficiente do valor de funcao seja satisfeito, devemos ter um tamanho de passo
i excessivamente pequeno, o que, na pratica, significa dizer que t; deve ser menor do que
a precisao da maquina. Com o objetivo de evitar esta falha, na pratica acaba-se exigindo
apenas o decréscimo simples do valor de func¢éo a cada iteracao, mesmo sabendo que esta
variante nao possui convergéncia teérica garantida [3].
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Desta forma, quatro variantes do método GS podem ser naturalmente consideradas:
GS-NsD: Gradient Sampling Normalizado sem Decréscimo suficiente;

GS-nNsD: Gradient Sampling nao Normalizado sem Decréscimo suficiente;
GS-NcD: Gradient Sampling Normalizado com Decréscimo suficiente;

GS-nNcD: Gradient Sampling nao Normalizado com Decréscimo suficiente.

Além destas quatro variantes, condideraremos, nos nosso experimentos numéricos, uma
quinta versao do algoritmo GS, a qual iremos denotar por GS-LOC. Esta variante surgiu
em [6] e tem como principal intuito mostrar a estreita relagao entre o método GS e o algo-
ritmo de maxima descida. Manipulando a velocidade em que os valores ¢, e v, decrescem
ao longo das iteragoes, o método GS-LOC consegue garantir, para fungdes que possuem
um comportamento suave em uma regiao contendo o ponto 6timo do problema, uma taxa
linear de decréscimo do valor da funcao objetivo. Essa regiao precisa ser, pelo menos
uma curva, mas pode ser uma superficie, ou ter maior dimensao. Em [6] foi mostrado
que a convergéncia linear do método de Cauchy pode ser recuperada quando os valores de
parametros do método GS sao apropriadamente ajustados.

3 Resultados Computacionais

Com o objetivo de analisar a eficiéncia numérica das cinco versoes do método GS
descritas na secao anterior, escolhemos dezoito fungoes bem conhecidas na literatura de
problemas de otimizagao nao suave [5,12] e fizemos uso de duas medidas: nimero de
iteragoes, a qual representa a nossa medida de esforco; e o menor valor de fungao atingido,
o qual representa a nossa medida de qualidade.

Os dados foram gerados a partir da minimizacao de cada uma das dezoito funcoes,
com trinta pontos iniciais escolhidos randomicamente no dominio [—1, 1]", para as cinco
primeiras fungoes, e [0,2]™, para as fungoes restantes.

De forma geral, pudemos notar que os desempenhos dos métodos GS-NsD e GS-NcD
nao apresentam grandes diferencas, uma vez que a Unica caracteristica que os diferencia
¢é o decréscimo exigido na busca linear. Similarmente, podemos ver que os métodos que
normalizam a direcdo de busca e aqueles que nao o fazem também apresentam pouca
variagao no desempenho quando comparados entre si. Em contrapartida, o método GS-
LOC claramente se distingue dos demais. Por exemplo, podemos ver que este algoritmo
possui um excelente desempenho para as funcoes F5 e F9 (veja as Figuras 3 e 4). Isto pode
ser explicado pelo fato que estas fungoes satisfazem as hipéGteses exigidas em [6] para que
o método GS tenha uma convergéncia local linear. Por outro lado, quando consideramos
fungoes que nao satisfazem tais hipéteses como, por exemplo, as fungoes F1 e F6, as outras
variantes tem um desempenho muito superior.

Como explicado na secao anterior, o método GS trabalha com pontos amostrados a
cada iteragao. Para que o resultado de convergéncia global do método seja valido, é
necessario que o algoritmo faga um sorteio de, ao menos, n + 1 pontos. Desta forma,
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Figura 3: Média do niimero de iteragoes para n = 20.
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Figura 4: Mediana dos valores de funcao atingidos, relativa ao menor valor atingido dentre todos
0s experimentos, para n = 20.

podemos nos perguntar como cada método se comporta quando este ntimero de pontos
amostrados m é alterado. Com este objetivo, fizemos testes computacionais considerando
m € {[n/2],n+1,2n,3n}.

Apés a anélise dos experimentos, pudemos observar que o método GS nao apresenta
diferenca significativa nos resultados quando m = 2n ou m = 3n. Porém, como para
m = 3n o custo computacional é maior, concluimos que m = 2n é um valor mais adequado.
Por fim, quando consideramos os valores m = [n/2] e m = n + 1, percebemos que todos
os métodos perdem em robustez para o valor m = 2n. Com base nisso, concluimos
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que a escolha de 2n amostras, apresentada na versao padrao do algoritmo GS, é a mais
satisfatoria.

Nesta se¢ao exibimos uma andlise concisa dos experimentos que foram realizados. Para
um estudo mais detalhado, encaminhamos o leitor ao trabalho apresentado em [11].

4 Conclusoes

Com base em nossos experimentos numéricos, pudemos notar que o algoritmo GS é
pouco sensivel ao uso da condicdo de decréscimo suficiente na busca linear. Ademais,
também pudemos observar pouca influéncia da normalizacdo da direcao de busca nos
resultados.

Fica evidente que a variante que mais se distingue das demais ¢é a versao que denotamos
por GS-LOC. Como esperado, esta versao do método GS apresenta bons resultados quando
a funcao objetivo tem um comportamento suave em uma regiao contendo o ponto 6timo
do problema. Por fim, o nimero de pontos amostrais sugerido pelos autores originais do
método [3] se mostrou satisfatério em nossos experimentos.
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