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Resumo. Neste trabalho analisamos a conexao entre a teoria dos processos de difusao com
reposicionamento estocéstico (diffusion with stochastic resetting) e a teoria de Ohta-Kimura
da genética de populacoes. Essa conexao parte da equivaléncia entre os modelos verificada
através das equacoes para distribuigoes de probabilidade associadas a esses modelos. Na
dedugao destas equacgoes a teoria dos processos de Fleming-Viot desempenha um papel
importante. Como consequéncia, isso permite que resultados relevantes obtidos para um
modelo sejam transportados para o contexto do outro modelo. Isso é ilustrado no artigo
através da prova de dois resultados.
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1 Introducao

O modelo escada de Ohta-Kimura ( Ohta-Kimura ladder model) [15] surgiu no contexto
da genética de populacoes, tendo por objetivo modelar a evolucao de uma populagao para
a qual reproducoes aleatdrias e mutagoes neutras se constituem nas forgas evolutivas mais
significativas. Considere uma populacao para a qual um lécus génico esta sob observacao.
Durante sua evolugao, a populagao acumula um grande ntimero de genes alelos mutantes
neutros. Estes distintos alelos génicos podem ser detectados por experimentos de eletro-
forese [13-15]. Cada estado eletroforético (alelo génico) é representado por um nimero
inteiro e mutagoes ocorrem de um estado p para um estado vizinho p — 1 or p + 1.

Uma versao continua do modelo escada de Ohta-Kimura foi introduzida por W. Fle-
ming e M. Viot no ambito do processo que ficou conhecido como processo de Fleming-
Viot [6,11,12]. Os possiveis estados alélicos sao representados num espago de estado
continuo, por numeros reais. Fleming e Viot [11, p. 837] estudaram a distribuigao da
diferenca & = xo — x1 entre os alelos x1 e x2, selecionados aleatoriamente da populacao.
Considere I(£,t) a funcao densidade dos alelos que diferem de . Entao I(§,t) satisfaz

oI 1

5 = ge ~ 2+ 2500 (1)
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e seu comportamento estacionario é limy_,o 1(,t) = % exp [—v2[¢]] .

Este modelo possui uma grande semelhanca com um modelo de difusdo com reposicio-
namento estocastico (diffusion with stochastic resetting) estudado por Evans e Majumdar
[7,8], que representa uma colecao de particulas que se difundem pelo espago R, em tempos
aleatdrios retornam a uma posicao pré-especificada xg, e a seguir continuam a difusao,
repetindo o ciclo. Este processo modela, por exemplo, um individuo que procura por um
objeto e, no caso de nao obter sucesso, retorna a posicao inicial para retomar a procura.
A equagao mestra para este processo é dada por

8]?(.73, t|$0) _ D82p(33, t|$0)
ot 0z

— rp(x, tlxg) + ro(x — xo), (2)

onde p(x,t|xg) é a probabilidade da particula estar na posi¢ao  no tempo ¢ [7, p.160601-2].
Evans e Majumdar obtém véarias propriedades do modelo, sendo a principal a distribuigao
estaciondria ps; = G exp [—ag|xr — x¢|] (jd esperada devido ao trabalho de Fleming e Viot).
Aqui ag = \/7/D.

O objetivo deste trabalho é mostrar a equivaléncia entre os modelos de Ohta-Kimura e
Evans-Majumdar e obter resultados para um modelo a partir de seu resultado equivalente
no outro. Vé-se, por um lado, que a genética de populacoes pode se beneficiar da relagao
com modelos de reposicionamento estocdstico (para verificar o estado da arte em modelos
de reposicionamento estocastico, veja-se [9]). Por outro lado, para desenvolvimentos de
modelos com reposicionamento estocastico, pode ser interessante tomar idéias emprestadas
de modelos da genética de populacoes cuja area de pesquisa tem se desenvolvido muito
desde o ultimo século a partir de profundas formulagoes matemadticas. Fleming e Viot
deduziram a equagao (1) a partir de um formalismo matemético mais abstrato e, desde
entao, muitos avancos foram obtidos que complementam a formulagao matematica [3,6,12]
e dela extraem resultados aplicados [1,2,10].

Para sustentar nossa argumentacgao, vamos recapitular os principais aspectos do pro-
cesso de Fleming-Viot (Se¢ao 2), mostrando como derivar ndo apenas a equagao (2), til
para um tipo de individuo (gene, particula), mas também todo um conjunto de equagoes
que fornecem densidades conjuntas para dois ou mais tipos (Secao 3). Na Segao 4.1, cons-
tatamos a equivaléncia entre os modelos. Aplicamos esta equivaléncia para mostrar um
resultado de tempo médio de primeira passagem em genética de populagdes (Secao 4.2).
Em seguida obtemos expressoes para o calculo de covariancia e correlagao entre diferencas
de tipos (Segao 4.3), onde interpretamos o resultado em termos da diferenca entre alelos
genéticos e em termos do modelo de reposicionamento estocastico.

2 Processo de Fleming-Viot

Seja M o conjunto das medidas de probabilidade em R. Defina Q := C([0, cco[, M)
como o conjunto de fungodes continuas de [0, co[ em M e Y; : Q — M o processo candnico,
Yi(w) = w(t). Seja F = B(12) a o-algebra de subconjuntos de Borel e a filtragao {F;} em Q
dada por F; := ﬁ€>0.7:?+6, onde FY := o({Yy} : 0 <u<t), e Foo := VpenFn- Seja g € M
o estado inicial de Y;. Fixe D,y > 0 e seja L = %. Denotamos (8, 1) = [ B(x)pu(dz).
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Teorema 1 (Fleming & Viot (1979)). Existe uma dnica medida de probabilidade P sobre
Q satisfazendo:

i) P[Yo = po] = 1;

ii) para cada B € D(L), (B,Yy) = (B,Yo) + My(B) + L [1(LB,Ys)ds ¢ uma Fi-
semimartingala, onde My(B) € uma Fi-martingala com varia¢do quadrdtica predizivel
(M(B)), =7 [1[(B% Ys) — (B, Ys)?)ds.

A demonstragao pode ser vista em [5,11,12].

Do ponto de vista da genética populacional, R é o espaco dos genes alelos para um
l6cus. As proporgoes destes genes na populacdo sao modeladas por medidas de probabi-
lidade em M. O efeito da mutagéo é representado pelo operador £. A deriva genética
aleatodria ¢é interpretada como a perda da diversidade genética devida a parte dos genes da
populacao que ndo sao passados para as geracoes sequintes por meto da reproducdo e é
representada pela martingala M; v é a taxa de amostragem dos genes. Veja [4,11] para
estas interpretagoes e [5,6] para outros fatores que podem ser incluidos no modelo, tais
como, selecao e conversao génica.

Seja a fungao h = h(x1,...,z,) pertencente & algebra gerada por {51 (z1), ..., Bn(xys) :
onde 3; € D(L), parai = 1,...,n}. Dadas fungdes ; : R — R, i = 1,...,n, defina
¢ M = Ropor ¢(u) = (h,p") = (Br, ) (B2, 1) -+ (Bn, 1) = TLiZy (Bir ), para cada

w e M(R). O processo Y; é um processo de Markov e o gerador infinitesimal é dado por

n 2
(@@ =5 Y- { g™y + 3 (O3t = G,

i=1 j#k
onde Oj.,h = h(x1,...,Tp—1,2j, Tht1, ..., Tpn). Temos também que
t
Mi(6) = 9(%) ~ 9(%) ~ [ (G6)(¥2)ds @)

é uma Fi-martingala [5].

3 Densidades Conjuntas Médias

Vamos agora computar as fungoes ®@,,(z1,22,...,Tm,t) que fornecem as densidades
conjuntas médias dos tipos z1,...,x, € R no tempo ¢ [11]. Para isto defina ®,, por

o ﬁl(il) s ﬁm(xm)q)m($1a <oy Ty, t)d$1 coodry = E[</81 - Bm, Y;Em>]

Pela propriedade de martingala (4) e usando a expressao (3) obtemos as seguintes equagoes:

5] D <~ 92 n
7q)n s ny Y 7(1)7?, sty tny - q)n IR Rl (3]
T CIRRRPE ) 2;890% (21, .., 2, t) <2)7 (z1,....2n,t) (D)

+ Z %5(901@ — )P 1( - Th1, Thg 1y - - -5 1)
pors
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paracadan=1,2,....
Estamos interessados no comportamento da distribuicao das diferencas entre tipos e
necessitamos de fungdes W1 (€, 1) e Wq(&1, &2, 1) que satisfazem as seguintes relagoes

Uy (§,t) = / Qo(z,z + & t)dx,  Wa(&y,6,t) = / O3(x1, 21 + &1, 21 + &2, t)day,
z€R z1€R

De (5) obtemos o seguinte sistema de equagoes para Uy, \Tl, Wo:
2

51160 =D 1 (€66) ~ W (1) +0(6) 0

8 2
5‘1’2(51752,0 =D (Agl,gz + 352351) Ws(&1,82,t) — 37Wa(&1,62,1) (7)

7 [0(60) W12, 1) + () W61, 6) + 8(1 — €)W (6, )]

A solucao deste sistema pode ser obtida por meio de transformada de Fourier.

4 Resultados Principais

4.1 Equivaléncia entre os Modelos

Constatamos, inicialmente, que o processo de Fleming-Viot representa tipos de in-
dividuos (genes, particulas) que sofrem difusao em R, mas em tempos aleatdrios interagem
entre si: em termos de genética populacional, um gene é escolhido para morrer e outro é
escolhido para ser duplicado. Em termos de reposicionamento estocéstico, uma particula
é reposicionada na localizacdo de outra particula. As equacoes (1) ou (2) ndo capturam
toda a riqueza da dindmica desses tipos difundindo e interagindo, e a tarefa de extrair
informacoes tendo apenas essas equagoes como ponto de partida parece ser uma tarefa
ardua. Porém Y; fornece uma visao completa da dinamica, a partir de um modelo mais
fundamental e geral, que tem recebido aprimoramentos desde 1979.

A equacao (6) é a mesma proposta em [7] para reposicionamento em 0. Além disso
a equagao (7), dependente da solugao para (6), retorna a densidade conjunta dos ale-
los diferindo de & e & ou, equivalentemente, a densidade conjunta de duas particulas
difundindo em R e se reposicionando em 0.

Note que a equagao (6) é igual a equagao (1) com D = 1 e v = 2. A equivaléncia
entre os modelos de Ohta-Kimura e Evans-Majumdar estd resumida na Tabela 1, sendo
que uma mudanca de varidveis, { = x — g, transforma a fungao 1(§,t) em p(x, t|xg).

4.2 Tempo Médio de Primeira Passagem

Vamos utilizar esta equivaléncia para obter a distribuicao de probabilidade de sobre-
vivéncia e o tempo médio de primeira passagem no contexto de genética populacional.
Evans e Majumdar tratam destes problemas no contexto de reposicionamento estocastico,
enquanto, num contexto de genética populacional, até onde saibamos, eles ainda nao fo-
ram formulados. Coloquemos as questoes:
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1. Enquanto os tipos genéticos se difundem e sao amostrados, qual € a probabilidade Q(&,t)
de que sua diferenca & se mantenha abaizo de uma diferenca pré-estipulada & até o tempo
t?
2. Qual € o tempo médio T ({) que & leva para atingir o valor & pela primeira vez ?

Tais questoes sao interessantes num contexto biolégico ja que & é uma medida da
diversidade genética, e é possivel vislumbrar a necessidade de guiar a populagdo para um
valor alvo de diversidade. Pela equivaléncia entre os dois modelos Q(&,t) satisfaz

0Q _ 9

o~ P YQ(&,t) +vQ(0,t)

onde Q(£,t) =0 e Q(£,0) = 1. A transformada de Laplace q(&,s) = L{Q(&,t)} é

[l

1-exp |- (57)

€~
5+ vexp {_(758)55} |

Q(§> 8) =

Como explicado por Evans e Majumdar, embora nao pareca haver como inverter esta
transformada em geral, esta ultima equacao ¢é 1util para resolver o problema do tempo
médio de primeira passagem. Assim, pela equivaléncia entre os modelos temos o
Teorema 2. O tempo médio de primeira passagem €

_ 1 Y\3 -
T(E) = q(0,0) = — <7> 1.
(&) = q(0,0) S {exp [ D E] }
Note que T'(€) cresce exponencialmente quando ¢ se afasta de 0.

4.3 Covariancia e Correlagao

Para obter expressoes para a variancia, covariancia e correlagao, encontramos as fun-
¢Oes caracteristicas associadas as densidades nas equagoes (6) e (7).

Tabela 1: Equivaléncia entre os modelos

Ohta-Kimura: equagao (1) \ Evans-Majumdar: equagao (2)
genes evoluem pelo espacgo dos tipos génicos | particulas se movimentam no espago
distancia orientada entre tipos: & posicao da particula: z

diferenca apos re-amostragem: 0 posicao de retorno: xg
taxa de amostragem: 2 taxa de reposicionamento: r
constante de difusao: 1 constante de difusao: D
densidade média dos tipos diferindo de probabilidade da particula estar
em & no tempo t: (&, 1): em x no tempo ¢, tendo comecado
de xy no tempo 0: p(z,t|zp)
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Teorema 3. A variancia, a covariancia e a correlacdo sdo, respectivamente,

0’ 2D .
0? D
Cov(&1,&2) = _MWQ(kl,kQ,t) == (1 — e—ﬁ) ’
o k1=k2=0 "
1
p(gla 527 t): 5

A demonstracao detalhada aparecerd em trabalho futuro.

Quando « vai a 0, a variancia tende a 2Dt, como esperado, e a covariancia vai a Dt.
A correlagao é 1/2 e supreendentemente nao é influenciada pelos valores de y ou D.

Do ponto de vista da genética, & e & representam as diferencas genéticas xo — 1 e
r3—T1, € a re-amostragem, quando altera o valor de 1, influencia &; e & simultaneamente.
Daf a correlagao ser positiva. Isso também explica a derivada mista na equagao (7).

Do ponto de vista do modelo com reposicionamento &1 e & representam as posicoes
de duas particulas correlacionadas (com correla¢ao 1/2), e que devido ao mecanismo de
reposicionamento, em tempos aleatorios retornam ao 0 ou saltam uma para a posicao da
outra.

5 Conclusoes

Concluimos que ha uma equivaléncia entre o modelo continuo de Ohta-Kimura e a
difus@o com reposicionamento estocédstico de Evans-Majumdar. Esta equivaléncia permitiu
que dois resultados relevantes fossem obtidos. O processo de Fleming-Viot se constitui no
formalismo matematico abstrato ideal para deduzir as equagoes para ambos os modelos e
ressaltar esta equivaléncia. Trabalhos futuros serao organizados de forma a mostrar esta
equivaléncia em contextos mais gerais.
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