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Resumo. O problema de empacotamento de pegas irregulares em faixas visa definir um
plano de corte de pegas irregulares a serem cortadas a partir de placas maiores minimi-
zando a perda de material utilizado. Em algumas industrias surge, apés a determinagao
do plano de corte, um segundo problema: a determinagao do caminho minimo de corte.
Embora a solucao do primeiro influencie fortemente a resolucao do segundo, néo é de nosso
conhecimento que exista um modelo matematico que integre estes problemas. Neste artigo,
propomos o primeiro modelo integrado de empacotamento de pecas irregulares em faixa e
de caminho minimo de corte.

Palavras-chave. Problema de empacotamento, caminho de corte, integragao

1 Introducao

O problema de empacotamento de pegas irregulares consiste em agrupar pecas de
formato irregular em uma placa de altura fixa e comprimento ilimitado minimizando o
comprimento utilizado da placa. Uma solugdo para o problema é chamada de plano
de corte. [21] classificaram o problema como bidimensional e irregular e sua principal
caracteristica, que o distingue dos demais problemas de empacotamento, é a geometria
irregular de suas pecas que, por sua vez, podem ser convexas ou nao-convexas. Uma das
principais dificuldades do problema é determinar automaticamente quando duas pecas
se sobrepoem e garantir que elas estejam totalmente contidas na placa. As estratégias
mais comuns utilizadas para tratar a parte geométrica sao: raster points, trigonometria
direta, no-fit polygon (NFP) e fungao phi. Neste trabalho, utilizamos o NFP para tratar
a sobreposicao das pecas. Essencialmente, o NFP é um poligono obtido a partir de dois
outros poligonos e é utilizado para determinar se eles se sobrepoem, se tocam ou se estao
separados. Nesta estratégia, todas as pecas sao representadas por poligonos e possuem um
ponto de referéncia. Uma das vantagens em se utilizar o NFP é a reducao do processamento
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computacional, uma vez que para analisar a relacao entre duas pegas basta verificar se o
ponto de referéncia estd dentro, fora ou na fronteira do NFP das pecas.

De acordo com [9], o problema de empacotamento de pegas irregulares é NP-completo.
Isso justifica o atual cenéario da area, onde hd um grande nimero de artigos que utilizam
heuristicas e/ou meta-heuristicas para tratar o problema [3], enquanto poucos métodos
exatos sao propostos [1,4,5,8,12,18,20].

Uma vez definido um plano de corte, surge, em algumas indtstrias, a questao adicional
de encontrar o melhor trajeto para cortar as pecas, ou seja, o problema de determinar um
caminho de corte. Esse problema consiste em definir a menor trajetdria que as ferramentas
de corte devem seguir para cortar o plano de corte previamente definido. A maioria
dos artigos da drea resolveu o problema de forma heuristica [10,13-15,17]. Apenas dois
artigos [6,7] apresentaram modelos matematicos, contudo devido a sua complexidade e a
seu alto tempo computacional, o problema continua sendo resolvido de forma heuristica.

Segundo [11, 14], as decisdes tomadas na escolha do plano de corte influenciam for-
temente na resolucdo do problema de caminho minimo de corte. Até o momento, ape-
nas [2, 16, 19] propuseram metodologias para resolver os dois problemas em conjunto.
Dentre os trés trabalhos, apenas [2] resolveram os problemas de maneira integrada, porém
limitando-se a pecas retangulares.

Neste artigo, propomos o primeiro modelo biobjetivo integrado de empacotamento de
pecas irregulares em faixa e de caminho minimo de corte. Os resultados mostram que é
vantajoso integrar os problemas de empacotamento e de caminho minimo de corte. Con-
tudo, como ambos sao problemas de dificil resolucao, o problema integrado é no minimo
tao dificil quanto os problemas isolados. Logo, apenas instancias de pequeno porte sao
resolvidas de forma exata. O restante do artigo esta estruturado como segue. O modelo
desenvolvido é apresentado na Secao 2 e os testes computacionais sao reportados na Segao
3. As consideragoes finais e as perspectivas de trabalhos futuros sdo apresentadas na Seg¢ao
4.

2 O modelo integrado

Desenvolvemos o primeiro modelo integrado de empacotamento de pecas irregulares
em faixas e caminho minimo de corte. Este é um modelo biobjetivo que minimiza o
comprimento utilizado da placa e o caminho de corte entre as pecas, cortando uma peca
de cada vez a partir do seu ponto fixo de inicio (vértice de referéncia). Dois modelos foram
utilizados como base: o modelo dos pontos [20], que é responséavel pela alocacao das pecas;
e o modelo do caixeiro viajante (TSP), responsével pela determinacao do caminho minimo
de corte considerando o corte por pega.

No modelo de [20], a placa é representada por uma malha de pontos regular e unitaria e
as pecas sao representadas por seus vértices de referéncia. Devido a discretizagao, utiliza-
se um limitante superior para o comprimento da placa. Como o corte considerado neste
trabalho é o corte por pecas, definimos que as pecas sao cortadas a partir de seus pontos
de referéncia, assim o caminho de corte é dado pelo menor percurso entre estes pontos.

O modelo proposto, seus parametros e variaveis sao descritos a seguir.
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Tabela 1: Conjuntos, indices e pardmetros.

t,u e T ={1,..,T} conjunto de tipos de pecas
deD=1{0,....,D—1} conjunto de pontos da malha, em que D ¢é o total de pontos
cg€C=10,..,C —1} conjunto das colunas da malha, sendo C' o total de colunas
q: numero de pecas do tipo ¢ a serem cortadas
xi\/f coordenada x do vértice mais distante da peca do tipo ¢
g distancia horizontal entre os pontos da placa
IZFP; conjunto de pontos da placa em que o ponto de referéncia da
peca t pode ser alocado mantendo a pega dentro da placa
N fpgu conjunto dos pontos no interior do NF P, se uma peca do
tipo t for posicionada no ponto d
T, total de pecas (T, = Z qt)
teT
d;; distancia euclidiana entre os pontos 7 e j da placa

Tabela 2: Varidveis.

z > 0 representa o comprimento utilizado da placa
68 €{0,1},Vd € ZFP;,Vt € T igual a 1 se o ponto de referéncia da peca t é alocado
ao ponto d da placa e 0 caso contrario
zi; € {0,1},Vi,j € D igual a 1 se o percurso de corte sai do ponto ¢ com
destino ao ponto j e 0 caso contrario
u; € Z4+,Vi € D indica a ordem do ponto ¢ da placa no percurso
w; € {0,1},Vi € D igual a 1 se uma ou mais pegas tém seus pontos de
referéncia no ponto ¢ da placa e 0 caso contrario

min

min Z Z dijxij (2)

i€D jeD
s.a: (cqgs + :17,{”)57? < z, Vd € TFPy, Nt €T, (3)
> d=aq, VteT, (4)
dETF Py
5¢ + 68 <1, Ve € NFP}, Vt,u e T ,u>tVd e IFPy, (5)
> 6 < Tyw, ieD, (6)
teT
Z wi S Tp7 (7)
i€D
Z Tij = wy, j € D\{0}, (8)
i€D,i#]
Z Tij = W, i € D\{0}, (9)
J€D,j#1
Z zio = 1, (10)
ieD\{0}
> wo =1, (11)
J€D\{0}
(1,§) rxyy=1,4,j €D nao possuir subciclos ilegais. (12)
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O modelo biobjetivo (1)-(12) visa minimizar o comprimento total da placa utilizado
no empacotamento das pegas (objetivo (1)) e também minimizar o percurso feito pela
ferramenta de corte entre as pegas (objetivo (2)). As restrigoes (3)-(5) foram definidas
como em [20]. As restrigoes (3) minimizam o comprimento da placa utilizado na alocagao
das pegas, as restrigoes (4) garantem que todas as pecas demandadas sejam alocadas na
placa e as restrigoes (5) asseguram a nao sobreposicao entre as pegas.

As restrigoes (6) e (7) s@o responsaveis por integrar os problemas de empacotamento e
de determinagao de caminho de corte. As restri¢oes (6) exigem que quando uma ou mais
pecas tenham seus pontos de referéncia localizados no ponto ¢ da placa, entao a varidavel
w; assuma o valor 1, indicando que o caminho de corte deve incluir esse ponto. Em outras
palavras, um ponto da placa participara obrigatoriamente do percurso de corte se houver
pelo menos um ponto de referéncia de alguma pega posicionado sobre ele. A restrigao (7)
limita a quantidade méaxima de pontos da placa associados aos pontos de referéncia.

As restrigoes (8)-(12) definem o problema de determinacao do caminho de corte como
um TSP entre os pontos de referéncia das pegas. As restrigoes (8) exigem que uma peca
seja cortada logo apds uma unica outra pega ter sido cortada. Contudo, um ponto j da
placa sé participa do percurso se houver pelo menos um ponto de referéncia de alguma
peca posicionado nele (w; = 1), caso contrario o ponto j nao pertence ao percurso. O
mesmo raciocinio é aplicado as restrigoes (9) que exigem que apds o corte de pega apenas
uma outra pega serd cortada. As restrigoes (10) e (11) estao relacionadas a origem da
ferramenta, localizada no ponto 0 e a restrigao (12) impede a existéncia de subciclos entre
os pontos do percurso, ou seja, impoe que exista uma tnica rota que corte todas as pecas.
Neste artigo, utilizamos a estratégia de proibir os subciclos a medida que eles aparecem.

3 Experimentos computacionais

Dado que o modelo (1)-(12) é biobjetivo, utilizamos a estratégia cldssica e-restrito,
minimizando o caminho de corte (2) e adicionando o empacotamento (1) as restrigoes do
modelo (i.e. z < ¢). Pela discretizacao da placa, temos que o parametro £ assume apenas
valores inteiros em um intervalo inicializado pelo menor comprimento de placa possivel e
encerrado pelo comprimento que possui o menor caminho de corte.

Para os experimentos foi utilizado o software de otimizagao ILOG CPLEX 12.6 em
um computador com processador Intel Core i7-7700, 3.6 GHz, 16GB de RAM, sistema
operacional Linux e um conjunto de 4 instancias da literatura do problema de empaco-
tamento®. Detalhes sobre as instancias, como as dimensées das placas, a quantidade de
tipos de pecas e o numero total de pecas sao apresentados na Tabela 3. Na tabela também
sao apresentados os resultados obtidos utilizando a estratégia hierarquica e o modelo in-
tegrado. Para a estratégia hierarquica, primeiro é resolvido o empacotamento das pecas
(Nest) e em seguida ¢ determinado o caminho minimo de corte (CC) para o layout obtido.

Analisando a Tabela 3, observamos uma reducéao no caminho de corte para os layouts
de comprimento minimo. Por exemplo, a instancia Three teve o seu caminho de corte
reduzido de 17,07 u.m. (estratégia hierarquica) para 15,08 u.m. (estratégia integrada).

®Disponiveis em http://paginas.fe.up.pt/~esicup.
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Tabela 3: Caracteristicas do conjunto de instancias e resultados.

Inst Placa Pecas Hierarquico Integrado
Alt. Comp. Tipo Dem. Nest* CC Nest CC T(s)
6 15,08 0,08
Three 7 9 3 3 6 17,07 7 9.77 0.64
10 21,48 2,54
Three2 7 15 3 6 10 25,82 1 18.81 41.19
14 31,39 12,38
Three3 7 20 3 9 14 35,12 15 29,50 332,82
16 29,00  5047,72
Shapes4 13 35 4 4 24 57,32 24 31,48 32,61
Shapesd4* 20 35 4 4 - - 14 48,05 20,34

15 47,08 105,80
16 41,15 220,00
17 39,15 768,39
18 37,83 221355
19 36,50  4863,57
20 36,14 5977,29
21 34,36 9677,13
22 32,09  5963,72
23 31,85 21363,04
24 31,48 4636912

& Layouts apresentados em [18].

Vale ressaltar que o comprimento do empacotamento é o mesmo, porém os layouts sao
diferentes. Esse resultado mostra que a integracao é vantajosa e que considerar o caminho
de corte durante o empacotamento pode eliminar a multiplicidade de solugoes.

Por ser um modelo biobjetivo, nao ha apenas uma tnica solucao 6tima, mas um con-
junto de solugoes eficientes, que sao todas as solugbes 6timas dos subproblemas com os
respectivos valores de € nas restrigoes do empacotamento, e juntas elas formam a chamada
curva de pareto-6tima. As solugoes eficientes sao apresentadas na Tabela 3. Um layout
com caminho de corte menor pode melhorar a produtividade de uma fabrica, pois o tempo
economizado durante o corte pode ser utilizado para o corte de mais layouts ao longo do
dia. Por outro lado, isso acarreta em uma maior perda de material. De posse dessas
solucoes, o tomador de decisao decidira qual é a solucao mais vantajosa.

Existe a possibilidade de alguma instancia nao ser biobjetiva, como é o caso da Shapes4,
que apresenta uma Unica solu¢do que minimiza tanto o empacotamento quanto o caminho
de corte. Isso acontece devido as caracteristicas consideradas para a instancia, neste caso,
a altura da placa. Considerando novas dimensoes da placa (Shapesd*), o problema passa
a ter uma maior flexibilidade no empacotamento e volta a se tornar biobjetivo.

Como ambos problemas sao de dificil resolugao, o problema integrado é tao dificil
quanto os problemas isolados. Isso pode ser observado pelo aumento no tempo necessario
para resolver o modelo a medida que as instancias aumentam de tamanho.

DOI: 10.5540/03.2018.006.02.0302 010302-5 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.02.0302

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

4 Conclusoes

Neste artigo foi apresentado o primeiro modelo matematico que integra os proble-
mas de empacotamento de pecgas irregulares em faixas e de determinacao do caminho
minimo de corte. Os resultados mostraram que a integracao é vantajosa, contudo apenas
instancias pequenas puderam ser resolvidas. Como trabalho futuro, pretendemos propor
uma matheuristica para resolver o problema.
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