Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 2, N. 1, 2014.
Trabalho apresentado no CMAC-Sul, Curitiba-PR, 2014.

Sincronizacao Parcial em uma Rede de Populagoes Acopladas

Flavia T. Giordani,
Departamento de Matematica, UFSC,
CEP 88040-900, Florianépolis, SC

E-mail: flavia.giordani@ufsc.br,

Resumo: Neste trabalho investigamos a ocorréncia de sincronizacdo parcial em uma rede de
populagdes acopladas de multiplas espécies. Através de evidéncias numéricas, analisamos os
efeitos da dispersao ndao linear na formacgao de clusters, considerando a regiGo de impossibili-
dade de coeréncia.
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1 Introducao

Orbitas sincronizadas em redes de populacoes acopladas correspondem aquelas em que as densi-
dades populacionais em cada sitio evoluem no tempo com a mesma amplitude e fase (dinamica
coerente [9]). A importancia desse fendmeno para o estudo de sistemas metapopulacionais tem
sido destacada de forma intensa na literatura, haja visto sua relagao com persisténcia e extingao
de espécies e com a ocorréncia de recolonizacao [6]. Com isso, para certos parametros do sis-
tema, critérios para a estabilidade de érbitas coerentes tem sido obtidos [4],[5]. No entanto, para
valores dos parametros onde a ocorréncia de sincronizagao é impossivel, a dinamica global pode
ser bastante complexa e o fendmeno da sincronizacao parcial pode ocorrer. Nessa situacao, ao
invés de todos os sitios estarem sincronizados, um ou mais grupos de sitios entram em sincronia,
formando os denominados “clusters”. Em termos praticos, o estudo da sincronizacao parcial
pode ser relevante, por exemplo, em sistemas ecoldgicos de multiplas espécies coexistindo; em-
piricamente, a existéncia de multiplos atratores cadticos em sincronia pode indicar conservagao
ou extingao dessas espécies [8],[3].

No presente trabalho analisamos uma rede acoplada de populagoes com multiplas espécies
e migracao dependente da densidade. Diversos trabalhos tem mostrado que a dispersao nao
linear em mapas acoplados pode favorecer a sincronia [7], [11]. Em [5], essa andlise foi realizada
para um modelo populacional de multiplas espécies e um critério de estabilidade transversal
para atratores sincronizados foi estabelecido, baseado nos numeros transversais de Liapunov.
No entanto, ha um rico espectro de possibilidades na regiao de impossibilidade de coeréncia
e é exatamente nessa regiao que nos concentramos nesse trabalho, investigando a ocorréncia
de sincronizacao parcial e sua relacdo com a funcéo de migracao dependente das densidades
locais. Nossa andlise é essencialmente numérica, haja visto que ainda nao desenvolvemos critérios
de estabilidade assintética para atratores contidos em subvariedades invariantes do espago de
fase em estado “clusterizado” (para mapas linearmente e globalmente acoplados tais critérios
sao estabelecidos em [10],[3]). Nesse sentido, apresentamos vérias simulagbes numéricas que
evidenciam a influéncia da migracao dependente da densidade em um modelo metapopulacional
de duas espécies com hierarquia na dinamica local.
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2 O Modelo

Consideramos n sitios enumerados de 1 até n. Em cada sitio existe uma comunidade de k espécies
que chamamos de populagao local (subpopulagao). O vetor populacional no sitio j no tempo ¢
é X;- = (z} i acgj, e x}i j)T € R* onde xzj representa densidade de individuos da espécie ¢ no sitio
J no tempo t. Supomos que a cada geracao os individuos passam por dois processos distintos:
o processo de dinamica local, que corresponde a reprodugao e sobrevivéncia das espécies, e o
processo de migracao. O primeiro é descrito pela equacao

X = £(x), Vji=1,2,...,n, t=0,1,2, ..., (1)
em que f : R¥ — R¥ é suave. O segundo processo ocorre quando sao estabelecidas conexdes entre
os sitios, ou seja, ha a possibilidade dos individuos de cada espécie migrarem para outros sitios.
Para descrever tal processo, denotamos cj; como sendo a propor¢ao de individuos que migra do
sftio ¢ para o sitio j e p; : R — R uma funcao suave representando a fracdo de migracao da
espécie i, ou seja, a proporgao dos individuos da espécie i que deixam um certo sitio. Admitindo
que a dinamica local precede o processo de migracao, ou seja, em cada geracao, apds 0 processo
de dinamica local, uma fracao p; de individuos da espécie ¢ deixa um dado sitio e migra para os
sitios mais proximos, a dinamica da metapopulacao é dada por

n

X = £(xh) — M(£(x)))F(xh) + chiM(f(xg))f(xg), t=0,1,2,....,, j=1,2,...,n, (2
i=1

onde M(x) = diag(p1(x), po(x), ..., ux(x)) (para detalhes ver [5]). Vamos denotar também

C:=(cj), B:=1,—Ce ®(x) = M(x)x.

Uma 6rbita do sistema (2) é dita estar em estado sincronizado se, para cada t = 0,1,2, ...,
temos x! = XE‘ =x!,Vi,j =1,2,...,n. A estabilidade assintética de atratores sincronizados pode
ser obtida através de uma linearizagao adequada do sistema e da evolugao de uma perturbagao
a Orbitas sincronizadas. Assim, considerando somente perturbacoes transversais ao atrator, este
serd assintoticamente (transversalmente) estavel se Ly := lim, o ||[PT 1P 2... POH% <1,
onde P" = (I, @ Df(x]) — A™ @ (D®"(f(x]))Df(x]))), A é uma matriz obtida através da
decomposicao do sistema em componentes transversal e paralela a subvariedade invariante que
contém o atrator e ® é o produto de Kronecker. O limite Ly corresponde ao maior nimero
transversal de Liapunov do atrator, sendo assim, a regiao onde coeréncia é impossivel ocorre
quando Lp > 1.

3 Sincronizacao Parcial - Resultados Numéricos

Em [3] observou-se, para um modelo metapopulacional com migracao nao dependente da densi-
dade, que fen6menos complexos tais como sincronizagao parcial, intermiténcia on-off e bifurcagao
blow-out podem ocorrer na regiao de impossibilidade de coeréncia. Isso sugere que a dinamica de
modelos com acoplamento nao linear pode ser ainda mais imprevisivel. Nosso interesse é inves-
tigar essa dindmica no caso do sistema (2), para isso diremos que uma espécie i do sistema esta

. . . . L 7. . . t _ t _ _ t
parcialmente sincronizada se existirem sitios ni,ne,...,n tais que Tin, = Tipy = -0 = Ty,
para todo t = 0,1,2,.... Os sitios nq,...,n; formam um cluster para a espécie i e, como vere-

mos a seguir, para uma mesma espécie podem existir varios clusters. Consideremos o seguinte
modelo hierarquico de duas espécies,

ot
.Z‘t_H xtem(l xt)
;L 1 ; 1 t t (3)
abt = aberz(1-awi—23)

onde x} representa a densidade populacional da espécie 1 no tempo ¢ e x} a densidade pop-
ulacional da espécie 2 no tempo t. Os parametros r; > 0 e ro > 0 correspondem as taxas
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de crescimento intrinseco das espécies 1 e 2 respectivamente, e 0 < a < 1 mede os efeitos de
competitividade da espécie 1 com a espécie 2 (ver [2]). A fracdo migratéria da espécie i é dada
por -
Hi
Mz($z) = 1+ eB—x)’ (4)
parat =1,2; 0 < ji; < 1 é a fragao migratéria maxima especifica para cada espécie e 3 determina
se a fragdo de migracao é crescente ou decrescente.

Para o sistema em (2) e com as fungoes de migragao e de dinamica local como em (3) e (4),
investigamos a formagao de cluster na regiao em que L7 > 1, com relacao a segunda espécie.
Nossas simulagoes evidenciam que o parametro § tem influéncia direta sobre uma maior ou
menor ocorréncia desse fenémeno. Para ilustrar esse fato, consideramos uma rede de 10 sitios
globalmente acoplados e analisamos as densidades populacionais da segunda espécie com relagao
aos parametros r1 e #, mantendo os outros parametros fixados. Mais precisamente, escolhemos
rg =37, a=06¢er €[54,6], 7 =0.1em,=0.9. Eimportante observar que nao sabemos
a priori quais grupos de sitios estarao sincronizados, logo a escolha das condi¢bes iniciais em
nossas simulagoes é basicamente aleatéria. A Figura 1(a) mostra a regiao de impossibilidade de
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Figura 1: Diagrama de cores r; versus (3: (a) Regido escura: Ly < 1; Regiao branca: Lp > 1.
(b) Formagao de “clusters”para a segunda espécie.

coeréncia (regiao branca) em fungao dos parametros 1 e (3; a Figura 1(b) mostra a formagao de
“clusters” para a espécie dois, nessa mesma regiao. Utilizamos um padrao de cores em tons de
preto a branco numa escala de 1 a 10, essa variacao corresponde ao nimero de “clusters”que se
formam para os parametros considerados, isto é, o nimero de grupos de sitios ni,...,n y como
descritos anteriormente. Somente a regiao branca foi analisada, com isso podemos observar que
a migracao dependente da densidade exerce uma importante influéncia na dinamica da espécie
dois, ja que a formacao de “clusters”na regiao de impossibilidade de coeréncia depende de forma
sensivel das variagoes do parametro (5. Esse estudo é biologicamente relevante, ja que, apesar
de estarmos considerando uma regiao onde os parametros sao tais que nao ha a possibilidade de
sincronizacao de ambas as espécies (como definido na Segao 2), uma delas pode sincronizar de
forma total ou parcial, aumentando sua probabilidade de extin¢cao. Podemos analisar o compor-
tamento da dinadmica ilustrada na Figura 1 mais localmente, escolhendo r; = 5.58 e mantendo
0s mesmos valores para os outros parametros. A Figura 2 mostra a influéncia do parametro 3 na
formacgao de “clusters”para a espécie dois. Observamos que valores de 3 > 0 parecem fornecer
um maior espectro de possibilidades do que para 8 < 0. Como ilustragao, a Figura 3(a) mostra
a série temporal da dinamica da espécie dois para G = 0.8399 e considerando todos os sitios.
Podemos notar nessa figura o comportamento de dois grupos distintos, embora existam trés
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Figura 2: Numero de clusters para a espécie dois em fungao do parametro (.

deles, sendo que a diferenca absoluta entre dois deles é pequena e tem comportamento complexo
do tipo on-off (ver Figura 3(b)). A Figura 2 nos fornece também indicios de que, para valores
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Figura 3: (a) Série temporal da espécie dois. (b) Diferenga absoluta entre a populagao da espécie
dois no sitio 1 e a do sitio 2. Parametros: § = 0.8399, r; =5.58, a = 0.6, 12 = 3.7, iy = 0.1 e
ﬁQ - 09

de 8 em [1.5,2.5], ocorre a formagao de um unico “cluster”para a espécie dois. No entanto, a
espécie um ¢é assincrona, o que é razoavel ja que estamos considerando parametros na regiao
de impossibilidade de coeréncia. Com isso, hé a possibilidade de extingdo de uma das espécies
e permanéncia de uma delas. De fato isso ficou evidenciado em nossas simulagoes, como pode
ser observado na Figura 4(a), onde a série temporal para a espécie dois (em todos os sitios) foi
graficada; a Figura 4(b) mostra o erro de sincronizagao da espécie um, para esse mesmo valor
de (3, ficando evidente a extingao da espécie 2 e a pemanéncia da espécie 1, cuja densidade
populacional oscila de forma cadtica.

O comportamento dos parametros fi; € fis também parece induzir a formagao de “clusters”,
na regiao de impossibilidade de coeréncia. Para o caso em que § = 1.5, se os valores de iy
forem préximos de zero, a sincronizacao da espécie dois ocorre para valores intermedidrios ou
pequenos de fip (ver Figuras 5 (a) e (b)). Ja para o caso de valores negativos de 3, a regiao
de impossibilidade de coeréncia é menor e a sincronizacao da espécie dois nessa regiao ocorre
esparsamente; ela aparece, por exemplo, para valores de [i; e fis pequenos (ver Figuras 6 (a) e

(b))-
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Figura 4: (a) Série temporal da espécie dois. (b) Erro de sincronizagdo da espécie um.
Parametros: = 2.01, 71 =5.58, a = 0.6, ro = 3.7, t; = 0.1 e 155 = 0.9.
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Figura 5: (a) Regido em preto: Lp < 1. Regiao branca: Ly > 1. (b) Formagao de “clusters”.
Parametros: a = 0.6, 1o =3.7, 11 = 5.58 e § = 1.5.
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Figura 6: (a) Regiao em preto: Lp < 1. Regiao branca: Lp > 1. (b) Formagcao de clusters.
Parametros: o = 0.6, 1o = 3.7, 11 =5.58 ¢ f = —1.5.
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4 Consideracgoes Finais

Apresentamos evidéncias numéricas de ocorréncia de sincronizagdo parcial e sua relagdo com
os parametros da funcao de migracao em um modelo metapopulacional de multiplas espécies.
Do ponto de vista biolégico, para um modelo com hierarquia, nossos resultados ilustram que
a migracao dependente da densidade pode induzir sincronia total ou parcial de uma espécie
enquanto outra tem comportamento cadtico. Como consequéncia, uma das espécies pode ser
extinta enquanto outra se conserva. Rigorosamente nao podemos concluir que a tendéncia de
formagao de clusters que detectamos é decorréncia da estabilidade assintdtica transversal de
atratores correspondentes a estados de sincronia parcial, pois as condigoes iniciais escolhidas po-
dem nao ser perturbagoes transversais as érbitas correspondentes. Nao obstante esse fato, como
descartamos os transientes e os resultados mostram-se muito similares para diferentes escolhas
de pontos iniciais, suspeitamos que tais atratores tem bacias de atracao grande, possivelmente
do tipo riddled [3]. Estudos mais aprofundados de tais aspectos exigem a andlise da dinamica
de perturbagoes transversais a subvariedades invariantes gerais [1], o que corresponde a futuras
linhas de investigacoes.
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