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Resumo. O monitoramento da contaminagao de rios é feito através da coleta e analise
de amostras de dgua, cujos dados possibilitam a determinacao de parametros de modelos
matematicos. Neste trabalho sao apresentados os resultados de simulagbes numéricas para
a resolugao do problema inverso, visando a determinagao dos coeficientes do modelo de
Streeter Phelps, a partir de dados experimentais obtidos na literatura. Esse modelo consiste
em duas equacoes diferenciais parciais acopladas, que relacionam as variaveis concentracao de
oxigénio dissolvido e demanda bioquimica de oxigénio, em funcao do espago unidimensional
e o tempo. O problema direto foi resolvido implementando o modelo com um método em
diferencgas finitas, enquanto que o problema inverso foi resolvido pelo método de procura em
rede. Os resultados indicam uma correlagao satisfatéria entre os dados experimentais e as
simulagoes, para os valores dos parametros obtidos pelo método proposto.

Palavras-chave. Modelo de Streeter Phelps, determingao de parametros, problema inverso,
simulagao numérica.

1 Introducao

A questao ambiental vem adquirindo importancia & medida que cresce a conscien-
tizagao da sociedade sobre a extensao e gravidade dos problemas advindos de alteracoes
ambientais devido as agGes humanas. A dgua é um dos recursos naturais essencias para
o desenvolvimento da vida no planeta, entretanto, sua poluicao vem afetando os meios
aquaticos e terrestre e colocando em risco a satide e sobrevivéncia de diversas espécies.
Quando um foco de poluicao é lancado em um determinado rio, este tem uma capacidade
prépria de se recuperar ao longo do leito, de acordo com seu formato e vazao. O moni-
toramento da contaminacao pode ser feito através de sondagem, com coleta de amostras
e posterior analise em laboratério. Esse processo, normalmente, é de custo significativo e
demorado. A técnica de simulacao utilizando modelos mateméticos é uma alternativa de
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predicao da concentracao de poluentes em funcao do espaco e do tempo, desde que sejam
conhecidos os parametros caracteristicos (ou coeficientes do modelo utilizado) do meio em
analise e dos elementos contaminantes.

O objetivo do presente trabalho é determinar os coeficientes do modelo de Streeter
Phelps [1] a partir de dados experimentais obtidos na literatura [3], em um rio com carac-
teristicas descritas pelo autor dos experimentos. As simulagoes foram realizadas a partir
da implementacao numérica das equagoes que compoe o modelo usando diferengas finitas,
constituindo a determinacao dos coeficientes, um problema inverso a ser resolvido pelo
método de procura em rede.

2 Descricao do Modelo e Resolugao Numérica

O modelo de autodepuracao de Streeter Phelps foi desenvolvido por pesquisadores
americanos em 1925 e busca determinar o tempo e/ou a distancia de recuperagao da
qualidade da agua, apés a entrada de um efluente poluido a montante do rio. O modelo
consiste num sistema de duas equagdes diferenciais parciais acopladas [1], mostradas nas
equagoes (1) e (2):

oC oC 0*C
E—FU%—DxW‘FKQ(Cs_C)_KIL_DB (1)

2
ot ox Ox?
com z € [0,X] et € [0,T] e condi¢oes de contorno C(0,t) = ®1(t), C(X,t) = ¥i(t),
L(0,t) = ®o(t), L(X,t) = WUa(t). C é a concentracao de oxigénio dissolvido (OD), Cs é
a saturagao da concentragao de OD, x ¢é a distancia ao longo do rio, t é o tempo, U ¢é a
velocidade média do fluxo, D, é o coeficiente de dispersao, Dp é um parametro que inclui o
efeito da fotossintese, respiragao de plantas e remocao de oxigénio dissolvido no leito do rio,
K1 é o o coeficiente de desoxigenacao, Ko é o coeficiente de reaeracao, K3 é o coeficiente
da taxa de remocao da DBO por sedimentacao e adsor¢ao, L é a demanda bioquimica de
oxigénio (DBO) e Ly é a taxa de adi¢cao de DBO ao longo do leito, incluindo a adi¢ao de
D BO com escoamento, a difusao de residuos parcialmente degradados do leito e a resseccao
e ressuspensao dos depésitos do fundo. A partir desse modelo, inimeros autores, dentre
eles Sperling [4], sugeriram simplificagoes e adaptagoes empiricas na tentativa de obter
solucoes analiticas ou mesmo facilitar a obtencao de solu¢des numéricas para o problema.
Neste trabalho é obtida uma solucao numérica do modelo completo, buscando ajustar
os coeficientes das equacoes do sistema pela solucao do problema inverso pelo Método de
Procura em Rede. O problema direto foi resolvido pela discretizacao das equagoes (1) e
(2) e suas respectivas condigoes de contorno, usando diferengas finitas progressivas de 1?
ordem na variavel temporal e centradas de 2% ordem na variavel espacial. As condigoes de

contorno foram obtidas por um ajuste polinomial de dados experimentais da literatura.

— (K1 + K3)L+ Lg (2)

Apés a discretizagao (considerando I intervalos espaciais e N intervalos temporais) e
a aplicacao das condigoes de contorno, o sistema dado pelas equagoes (1) e (2) resulta nas
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3

equagoes matriciais acopladas:
c"t!'=A.C"+B" (3)
L't =D.L" +E" (4)

Os vetores C™ e L” representam o valor da concentracao de OD e da DBQO, respecti-
vamente no instante t = n.At, (comn =0, 1, 2,..., N — 1) em cada posigao do dominio e
sao dados por:

Cr=[Cy ¢y Cf - CPy] eLt=[L} Ly L§ -+ L}, |
A matriz A de ordem (I — 1) é dada por (5):
di (6—7)

o+ di d—vy

b+y di vy
(6+7) d

Jé a matriz D tem o mesmo formato de A, substituindo nesta, os elementos da diagonal

principal por ds. Os demais elementos continuam iguais. Temos nestas matrizes que

At At
5—DmW7V—Um, dl —1—25—K2At, d2—1—25_(K1+K3)At
O vetor B™ ¢ dado por:

B" = [ ALFP + (6 +7)®} AtFy - AtFp, AFP, +(6—-7)u"]"  (6)

sendo F' = K2.Cy — K1.L? — Dp, enquanto ®; e ¥y sao as fungoes ajustadas referente
aos valores da OD das condicoes de contorno.
O vetor E™ é dado por:

E"=[ AtLp+ (6 +7)®) AtLp --- AtLp AtLp+(5—~)03 | (7)

sendo ®5 e Uy as fungoes ajustadas referente aos valores da DBO das condigoes de con-
torno.

Para o ajuste dos coeficientes foram usados os dados exprimentais da literatura apre-
sentados por Formentini [3]. Dentre diversos experimentos desenvolvidos em seu trabalho,
Formentini apresenta valores da concentracao de oxigénio dissolvido (OD) e da demanda
bioquimica de oxigénio (DBO) em trés posicoes distintas do Rio Vacacai Mirim, em Santa
Maria, RS ao longo de vinte dias. De acordo com o referido trabalho, as coletas foram
feitas nas posigoes D; (de coordenadas geogréficas 29° 40’ 54,54” S e 53° 46’ 53,517 O),
Dy (de coordenadas geograficas 29° 41 51,23” S e 53° 42’ 31,91” O) e D3 (de coordenadas
geograficas 29° 41’ 51,23” S e 53° 42’ 31,91” O), onde o fluxo do rio se d4 na diregdo D,
para Ds. A distancia do ponto D; até o ponto D, considerando a trajetéria da agua pelo
leito do rio foi estimada em 10,88 km e entre os pontos Dy ¢ D3 em 6,58 km.
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Para a solugao do problema considerou-se os valores de OD e DBO nos pontos D1 e Ds
como condigoes de contorno de entrada e saida respectivamente, enquanto que os valores
em Do foram usados para ajustar os parametros, considerando como melhor solugao a que
resultasse no menor erro médio para as duas grandezas medidas. Devido as caracteristicas
da disposicao dos dados experimentais em um grafico de dispersao, optou-se por um ajuste
polinomial dos valores da OD e da D BO para as condigoes de contorno, conforme mostrado
na Figura 1. J4 a condic@o inicial foi aproximada por interpolacao entre dois pontos

consecutivos.
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Figura 1: Dados experimentais da literatura [3] para OD (esquerda) e para DBO (direita)
nas posicoes D1, Do e D3 e ajuste polinomial das condi¢ées de contorno.

Para a solucao do problema inverso, adotou-se o Método de Procura em Rede proposto
por Borges, Cervi e Vione [2] que consiste em definir para cada pardmetro a ser estimado
um intervalo que supostamente contenha um valor 6timo do pardmetro em questao, cons-
truindo entdo uma rede de intervalos particionados (um intervalo particionado para cada
parametro). Com essa rede o problema direto é resolvido com todas as combinagoes
possiveis dos valores que compoe a rede, fazendo a busca pelo menor erro de acordo com
o critério estabelecido.

3 Resultados

A partir da implementacao numérica das equagoes que compoe o problema proposto fo-
ram realizadas as simulagoes na busca dos coeficientes visando a otimizacao do modelo. O
problema foi resolvido para x € [0, X] e t € [0,T], com X = 17,46 km e T = 20 dias, con-
forme condicoes dos dados experimentais e velocidade média de fluxo U = 5,616 km.d .
O intervalo espacial foi particionado em I = 30 subintervalos e o temporal em T = 400
subintervalos de forma a garantir a estabilidade do método numérico, considerando as
possiveis variacoes dos parametros que possam influenciar a estabilidade. Durante as si-
mulagoes identificou-se a necessidade de variar o valor do parametro L ao longo do tempo.
Pelas caracteristicas da contribuicao desse parametro no resultado do ajuste optou-se em
escrever esse parametro na forma:

Lr =aoln(1+ ait) + az (8)
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sendo ag, aj e ag também parametros a serem determinados. A inclusao desses parametros
permitiu um ajuste mais refinado, com erro de aproximacao significativamente menor
em relacdo as simulagoes em que considerou-se Lr um parametro constante. A escolha
dessa funcao se deu pelo tipo de comportamento da curva ao observar a necessidade de
menor influéncia do parametro Lz no inicio das simulagoes com gradativo aumento dessa
influéncia ao longo do tempo, o que estd bem descrito no comportamento da fungéo dada
na equagao (8). Do ponto de vista fisico, essa equagao sugere gradativa elevacao na taxa
de adicao de DBO no fundo do leito ao longo do tempo. Observou-se ainda que para
os parametros D, e Dp, variacoes dentro do “intervalo 6timo” no particionamento inicial
(intervalos mais espagados) produziam efeitos despreziveis nos resultados das simulagoes,
o que permitiu fixar seus valores (Tabela 1), diminuindo dessa forma a quantidade de
parametros a serem ajustados nos refinamentos mais finos.

Os resultados obtidos a partir dos ajustes efetuados sao apresentados na Tabela 1.
Considera-se o melhor ajuste o que fornece o menor valor do erro absoluto médio entre a
solucao obtida na simulagao pelo modelo e os dados experimentais para as duas grandezas
calculadas nos doze momentos de coleta apresentados na literatura [3]. O valor desse erro
médio na obtencao dos parametros mostrados na Tabela 1 foi de 1,59.1072. O tempo de
processamento para a solucao do problema inverso quando considerada uma rede com dez
intervalos para cada parametro ajustado no refinamento foi de 10 horas e 33 minutos. Nas
Figuras 2 e 3 s@o mostrados os resultados da solu¢ao das equagoes do modelo (equagoes
(1) e (2)) com os coeficientes ajustados para os valores da OD e DBO, respectivamente ao
longo do tempo em diferentes posi¢oes do rio, sendo Dy a posicao em que foram obtidos
os dados experimentais.

Tabela 1: Parametros ajustados na resolucao do problema inverso.
Coeficiente | K3 Ky | K3 | D, | Dg | ag al as
Valor 1,10 | 1,25 | 0,05 | 2,25 | 0,00 | 0,50 | 0,45 | 0,70

12 . . . . . r . . r
#*  D2-exp

oD (mg/l)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo (dias)

Figura 2: Curvas da OD em func¢ao do tempo nas posicoes Dy, % e % do leito do rio e
dados experimentais da OD na posicao Ds.
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Figura 3: Curvas da DBO em funcao do tempo nas posicoes Ds, 5 e

dados experimentais da DBO na posi¢ao Ds.

Observa-se nestas figuras boa aproximagao das curvas obtidas nas simulagdes numéricas
com os dados experimentais, o que sugere que o modelo descreve de forma satisfatoria
o fenémeno fisico retratado nos dados. Ao analisarmos a Figura 2, percebemos que na
sequéncia de dados experimentais na posicao Do, o terceiro ponto difere significativamente
do restante da sequéncia (“ponto fora da curva”) o que também é observado nas condigoes
de fronteira no mesmo dia (Figura 1). Embora nao conhecendo o que motivou essa al-
teragdo na obtencao do dado experimental, observamos que o modelo foi sensivel a essa
alteracao, o que mostra sua capacidade de adequacao aos dados fornecidos no momento do
ajuste dos parametros. Um reflexo desse fenéomeno também é observado de forma suave
na curva relativa & DBO na posicao Dy da Figura 3 na vizinhanca do segundo dia do
experimento.

DBO (mg/)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
posicdo (km)

Figura 4: Curvas da DBO em func¢ao da posic¢ao no leito do rio relativo aos tempos %, %
eT.

Na Figura 4 sao apresentadas as curvas da DBO em fung¢ao da posicao ao longo do

DOI: 10.5540/03.2018.006.02.0269 010269-6 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.02.0269

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

leito do rio para trés “cortes” na variavel temporal. Observa-se um caimento acentuado
préximo a posicao final, possivelmente pela necessidade da curva se ajustar a condicao de
contorno neste local. Isto nos sugere a importancia de se aumentar os pontos de coleta de
dados ao longo do rio para conseguir maior seguranca na descricao dos dados pelo modelo
para o caso em que se pretende fazer projecoes a partir do modelo. Observa-se que além
das condicoes de contorno, havia a disposicao de dados experimentais apenas para uma
posicao intermedidria, o que justifica esse tipo de comportamento observado nas curvas.

4 Consideracoes Finais

O modelo de Streeter Phelps mostrou-se bastante adequado para descrever o problema
proposto na tentativa de prever as concentracao de oxigénio dissolvido e da demanda
bioquimica de oxigénio, elementos fundamentais para a determinacao da qualidade da
agua em um rio. Observa-se que com a disponibilidade atual de recursos computacionais
ja é possivel trabalhar com o modelo completo, sem a necessidade de realizar excessivas
simplificagoes ou geracao de modelos totalmente empiricos. Por outro lado, ressalta-se a
importancia de coletar dados em mais posicoes do rio, a fim de garantir que os parametros
ajustados descrevam com maior seguranca as situacoes reais ao longo de todo o dominio,
quando da utilizacao do modelo para previsoes a serem usadas no planejamento de agoes
de cunho ambiental.
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