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Resumo. Em regioes tropicais e subtropicais a maléria representa um grande problema de
saude publica, estando entre as doencas infecciosas que mais matam no mundo. Um modelo
matematico de equagbes diferenciais ordinarias nao lineares é elaborado para uma melhor
compreensao da infeccao de malaria, em particular o efeito que a doenca tem na produgao
das células vermelhas e plaquetas. Este modelo apresenta de maneira simplificada a dinamica
de hemécias e producdo de plaquetas em interagdo com os merozoitos (forma infectante da
maldria no sangue). Estudou-se a estabilidade dos pontos de equilibrio, simulagdes numéricas
foram feitas para obter as trajetérias dinamicas e confirmar propriedades dos pontos de
equilibrio.
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1 Introducao

Em regioes tropicais e subtropicais, doencas transmitidas por mosquitos representam
um grande problema de satiide piblica e sao responsaveis por doencas que acarretam gastos
com medicacao e diagnéstico, dias de auséncia no trabalho entre outros fatores. Em meio a
essas doengas estao a maldria, febre amarela, dengue, chikungunya [3] e mais recentemente
o zika.

No relatério da Organizacao Mundial de Saide (OMS) de 2017, foram registrados 445
mil mortes por malaria. Esta doenca é causada por um protozoario pertencente ao género
Plasmodium que é transmitida pelo mosquito féemea Anopheles, estando entre as doencas
que mais matam em todo o mundo [9].

O mosquito infectado ao picar uma pessoa introduz esporozoitos no sangue por meio
de sua saliva, os esporozoitos migram para o figado, local este onde irao sofrer um periodo
de replicagao e maturagao em que se diferenciam para merozoitos. Os merozoitos sao
liberados pelas células do figado, entram na corrente sanguinea e infectam os eritrécitos
(hemécias). Durante a fase que se encontram dentro da hemdcia, estes se replicam li-
berando novos merozoitos da hemaécia rompida. Apds a liberagdo, os novos merozoitos
infectam outros eritrécitos e esse ciclo repete-se a intervalos regulares, particular para
cada espécie. A liberacao periddica causa os sintomas tipicos de calafrio, sudorese e fe-
bre, vistos em pacientes com maldria [4]. As plaquetas tradicionalmente tém sido vistas
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como fragmentos mediadores da coagulagao, no entanto estudos recentes revelaram uma
grande variedade de novas descobertas moleculares em relacao as plaquetas, incluindo sua
importancia na imunologia, particularmente na imunidade inata ( [1], [7], [10]).

Plaquetas ligam-se preferencialmente aos eritrocitos infectados por merozoitos e esta
jungao é associada com a morte do parasita [5]. Além da acdo direta das plaquetas
nos merozoitos elas também interagem de forma indireta com o parasita. A ativacao
das plaquetas por Plasmodium pode levar a formacao de microagregados de eritrécitos
infectados e plaquetas, os quais podem obstruir os vasos sanguineos, sendo encontrado
sobretudo nos casos de maldria por P. falciparum [2].

Desta forma, neste trabalho é proposto um modelo matematico de equagoes diferenciais
ordindrias nao lineares para estudar o efeito que a doenca tem nas hemadcias circulantes
na corrente sanguinea e na trombopoiese, isto é, na producao de plaquetas.

2 Modelo matematico

O modelo matemaético proposto é subdivido em compartimentos, que ilustram a dinamica:
das hemécias nao infectadas e infectadas, H e Hj, respectivamente, dos merozoitos livres,
X, das células precursoras dos megacariécitos, Z, dos megacariécitos, M, e das plaquetas,
P. Temos o seguinte sistema de equagoes,

% = Kl—/,LHH—ﬁHX

dX

pr a(pg +pr)Hr — px X — 01BHX — yx PX

dH

ditl = PHX — (pg + pr)Hy — v, PHy

dzZ

Y Ky pupZ -0z 1
o 2 — pzZ — o1 (1)
dM

d = o Z—mwuM—-—eM

dP

i doexM — ppP — 047, PHy — d6yx PX.

Em condigoes normais, a producao de hemadcias oriundas das células-tronco hemato-
poiéticas é considerada constante, independente da infeccao. Tais células possuem um
tempo de vida médio de aproximadamente 120 dias. Com relacdo ao parasita, apds o
periodo de reproducgao no figado ele se diferencia para merozoito e por meio da corrente
sanguinea entra em contato com as hemadcias, que estdo em circulacdo. Os merozoitos
invadem essas hemaécias transformando-nas em infectadas, considerou-se uma mortalidade
adicional para essas células devido & infeccdo. A acdo das plaquetas nas hemécias infec-
tadas é considerada por meio de uma taxa de agregacdo que representa a formagao de
pequenos trombos na circulacao devido a adesao das plaquetas.

Na dinamica do merozoito considerou-se que sao liberados uma quantidade o durante
o tempo de vida médio da hemacia infectada, possuem uma taxa de mortalidade px e 1
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representa a quantidade de merozoitos que irao invadir uma hemaécia; assumiu-se que a
quantidade de merozoitos liberados por uma hemaécia é maior do que a quantidade que
adentram uma hemacia, isto é, a > d;. O parametro vx representa a taxa de agregacao
das plaquetas nos merozoitos.

Para modelar a producao de plaquetas, foi considerado um compartimento para as
células precursoras de megacaridcitos, estes responsédveis por liberar as plaquetas na cor-
rente sanguinea. Admitiu-se que sao produzidas por um fluxo constante K5, possuem uma
taxa de mortalidade uz e se diferenciam para plaquetas a uma taxa de diferenciacao o7y.

Os megacariocitos possuem uma taxa de mortalidade p; e apés um periodo €; liberam
plaquetas na corrente sanguinea. Libera-se uma quantidade ds de plaquetas, up representa
a taxa de mortalidade natural das plaquetas, d4 e dg a quantidade de plaquetas que se
aderem em uma hemaécia infectada e nos merozoitos, respectivamente.

Fez-se uma anélise da estabilidade dos pontos de equilibrio do modelo. Primeiramente,
analisou-se o ponto de equilibrio livre da infec¢cdo e posteriormente o caso em que ha
merozoitos em circulagao.

2.1 Ponto de equilibrio livre da infeccao

Denotou-se este ponto de equilibrio por Py. Tomando-se X = 0 no sistema (1) obtém-

se o seguinte ponto, Py = (H,X,H,Z,M,P), em que os estados nao nulos sao dados
por

— K - K — K — o K
H=2t 7z-—_22 3= 2 p- %299 2. ()
[LH Bz + o1 p1+ €1 pz + o pp(p1 +€1) pz + o1
A estabilidade local do ponto de equilibrio Py é obtida analisando os autovalores da
matriz jacobiana associada. Se todos os autovalores da matriz jacobiana associada sao
negativos o ponto de equilibrio é localmente e assintoticamente estavel.

O polinémio caracteristico associado ao ponto Py é dado por,

PA) = (—pz—01=A) (1 —e1=A)(—p2—e3 = A)(—pop = A) (—pp, = A) (= — A)g(A), (3)

em que
gN) =N+ g+ g (4)
Os coeficientes do polindmio ¢ sao dados por
@1 = Pya+Pyx + HBo + pu + pr + px, (5)
72 J— J—
P yayx Pryx Pryapx
@2 = px(pa+pr) |1+ (1= Ro), (6)
( px(pm +pr) - px o px(pe + )
o Ko~ 6,)8
1o — 01 X H + [
Ry = _Hx _ HHTH <1 - 7;;) (7)
WH Pyx +px Pya+ pa + pr Va
e ylh = %. Assim, garantimos pelo critério de Routh-Hurwitz que todas as
raizes do polinémio (4) possuem parte real negativa [6]. Portanto, obtemos o seguinte
teorema,
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Teorema 2.1. Se Ry < 1 entdo o ponto de equilibrio Py € localmente e assintoticamente
estavel e instdvel se Ry > 1.

O limiar Ry exibe a quantidade liquida de merozoitos que estarao em circulagao no
organismo, considerando também as plaquetas que estarao se agregando as células infecta-
das ou aos merozoitos. Note que a agdo das plaquetas tem papel fundamental no controle
da infeccao, pois se desconsiderarmos os parametros de agregagao vy, e vx o valor de Ry
serd maior. Além disso, a acdo das plaquetas nas hemdcias infectadas se mostra mais
eficiente do que sua acio nos merozoitos de forma direta, pois se v, > 7" o parametro Ry
é negativo, o qual representa que a infecgao estd controlada.

2.2 Ponto de equilibrio com presenca de merozoitos

Nesta secao analisou-se o caso em que hé interagao dos merozoitos com as hemaécias
e plaquetas, ou seja, considerou-se X # 0. Para este caso, obtemos o seguinte ponto de
equilibrio P* = (H*, X*, H*, Z*, M*, P*), com

* Kl * KQ % 0'1K2

= Z — 9 M Y
pe + BX* hz + o1 (1 +€1)(puz +o1)

_ do€1 01Ky
pp + 0ava Hr™ + d6yx X* (11 + €1)(nz + 01)’

P*

em que X* e H;* sdo raizes do seguinte sistema de equacoes:

BH*X* — (pu + pr)Hr* — v P*H* = 0 9)
o + ) Hi* — px X* — 8, 8H* X* — yx P*X* = 0. (10)

Multiplicando a equagao (9) por « e somando-a na equagao (10) obtemos uma expressao
para H;* em termos dos parametros do modelo e da varidavel X*, dada por

hi1 — ho
(0 = 01)VaBOs K1 X* + (i 4 BX*)(yadaer M* + 04yaprx X*)

Hy* = (1)

com hy = (ug + BX*)(yxdeen M*X* + (up + d6yx X )uxX*) e ha = (o — 01)(up +
d6yx X*)BE1 X"

Substituindo a relacao (11) na equagao (9), obtém-se um equagao polinomial na varigvel
X, dada por p(X) = ByX* 4 (B3 — A3)X? + (By — A2)X? + (By — A1) X + By — Ap, em
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Analisando todos os casos possiveis para o sinal dos coeficientes de p(X) [8] e conside-
rando a regra do sinal de Descartes, obtemos a seguinte tabela de possibilidades de raizes
reais positivas para a varidavel X*,

H Casos raizes reais positivas para X* ‘
a>a"eRy>1 1
a>afe0<Ry<1 0 ou 2
a<al vy <yl e Ry>1 1
a<ozth,7X<'y§?eO<Ro<1 0 ou 2
a<al vy >+l e Ry>1 1
a<a yx >4l e0<Ry<1 0 ou 2
em que
)
th 4 th YalX
(6% _ < ’yX = .
06 (e + pr) (1= 5%)

Portanto, nos diagramas de bifurcacao para a varidvel X* neste modelo nao encontrou-
se apenas o comportamento classico “Forward”, mas também ha situagoes que tém-se o
comportamento “Backward”. Para ilustrar essa situagao fixou-se os valores de todos os
parametros e variou-se apenas o parametro 7y, € yx. Na figura abaixo, a cor azul representa
que o ponto de equilibrio é estavel e a cor vermelha, instavel.

o
i 933 934

i2 93

(a) X* em funcao de v, e demais pardmetros (b) X™ em fungéo de vx e demais parametros
fixos fixos

Figura 1: Exemplo de comportamento Backward para X™* variando v, e vx.

3 Conclusoes

Encontrou-se que na auséncia do parasita, as hemacias sao produzidas normalmente, de
modo que ao longo do tempo atingem um estado de equilibrio. No entanto com a presenca
de merozoitos no organismo, a diminuicao da concentracao das hemécias ocorre em uma
relacao direta com o parametro de infecgao 3, ou seja, quanto maior for a infeccdo maior
serd a diminuicdo das hemadcias que estdo em circulacido no organismo. Analisando a acdo
das plaquetas, esta acao nas hemdcias infectadas se mostra mais eficiente para o controle
da doenca do que a agao das plaquetas nos merozoitos diretamente, pois o parametro v, é
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capaz de tornar o valor de Ry negativo. Obteve-se também que mesmo para valores de Ry
abaixo da unidade, é possivel encontrar altos niveis de hemdcias infectadas e merozoitos
na corrente sanguinea, de modo que estes niveis sao estaveis em relagao a sua estabilidade.
Este comportamento é inerente em bifurcacoes “backward”.
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