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Resumo. Métodos cuja ordem formal de convergéncia é alta (> 2) tem bastante popula-
ridade na solugao numérica de leis de conservacao hiperbdlicas, em particular da equagao
de Buckley-Leverett que descreve escoamentos bifdsicos em meios porosos. Porém, nas
aplicacoes, as hipOteses que permitem provar a convergéncia de alta ordem sao raramente
satisfeitas. O objetivo dessa contribuicao é mostrar, através de andlises empiricas, o efeito
da regularidade da solugao sobre a ordem de convergéncia. Em particular, mostrar que (a)
a presenca de ondas de choque destrdi a alta ordem quando a convergéncia é medida em
normas LP(£2), com p > 1 mas ndo na norma dual Lip’(2); e que (b) a presenca de ondas de
rarefagdo é mais prejudicial, levando os métodos a primeira ordem de convergéncia inclusive
na norma Lip/(Q). Essas observagdes fazem com que a ordem formal do método nunca se
realize nos casos de aplicacdo. A escolha do método precisa entdo de estudos empiricos de
convergeéncia para problemas realistas, que permitam avaliar a precisao efetiva. Um estudo
2D desse tipo, com propriedades altamente heterogéneas, é reportado na segunda parte do
trabalho. Nele, é observada ordem de convergéncia menor que um (=~ O(h'/2)) para métodos
de ordem formal 1 (Godunov, Rusanov) e ordem O(h) para suas variantes de ordem formal
2, verificando-se uma vantagem de precisao para esses ultimos tanto se implementados com
limitador minmod quanto com limitador superbee.

Palavras-chave. Leis de conservagao hiperbdlicas, Buckley-Leverett, Godunov, Rusanov,
Kurganov-Tadmor, Meios porosos

1 Introducao

A equagao de Buckley-Leverett é uma lei de conservagao hiperbdlica que modela esco-
amentos bifdsicos em meios porosos e possui aplicagoes em mecanica dos solos, purificagao
de dgua e extracao de petréleo [2,7], entre outras. Para discretizar esse tipo de equagoes,
a literatura (e.g., [9]) favorece métodos de volumes finitos de “alta ordem” (ordem formal
O(h?) ou superior, sendo h o tamanho da malha espacial, suposto uniforme por simpli-
cidade). Essa escolha é natural, pela sua precisao, em problemas com solucao suave, nos
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quais a ordem formal de convergéncia é atingida. Nas aplicacoes, porém, as solugdes nao
sao regulares e a escolha de métodos precisa se apoiar em analises empiricas com dados re-
presentativos 2D ou 3D. Com esse intuito, essa contribuicao vem complementar trabalhos
anteriores tais como o de Abreu et al. [1], que compara dois métodos de ordem formal 2
(i.e., O(h?), ver também [3,8]). Reportamos uma comparacgao de varios métodos de ordem
formal 1 e 2 medindo o erro com respeito a solugoes de referéncia obtidas em malhas extre-
mamente finas. A precisao observada empiricamente em problemas realistas é de ordem
1 ou menor, o que nos motiva a apresentar previamente estudos simplificados em 1D que
conectam a perda de ordem de convergéncia com a norma utilizada para medir o erro e
com o tipo de ondas que se desenvolvem no dominio. Para manter um minimo de com-
pletude, comecamos com uma breve revisao dos métodos de volumes finitos considerados
e das solugoes exatas no problema de injecao, tipico da industria do petréleo.

2 Volumes finitos para leis de conservagao hiperbdlicas

Afim de fixar notag@o recorda-se a discretizagdo em volumes finitos para uma lei de
conservagao hiperbdlica [9], cuja forma unidimensional é

0 0
= - = 1
ot () =0, 1)
em que f(u) é conhecida como fungao fluxo. A semi-discretizagao espacial é dada por
dau; 1
T _E(Fi+1/2 = Fi_1)2), (2)

onde U;(t) = U(x;,t) aproxima o valor médio de u sobre o i-ésimo intervalo espacial no
tempo t. Diferentes esquemas de volumes finitos correspondem a diferentes defini¢oes dos
fluxos discretos F;_;/p nas respectivas interfaces ;_; . Os fluxos discretos se definem a
partir da reconstrucao espacial da solucao discreta dada por

U(x,t) = Ui(t) + oi(x — ;), para 7,15 <& < Tit1)2, (3)

onde o; é zero para métodos de ordem formal 1, e para os de ordem formal 2 é uma
aproximacao da derivada de U em x;, por exemplo dada por fungoes limitadoras como
minmod ou superbee.

Método de Godunov: Para o método de Godunov [5,9] define-se o fluxo F;_;/5 =

f(Uii—l/Z)’ onde Uii—l/Q

estados U;:l =Ui—1+0i-1h/2 e U, =U; — o;h/2.

é o valor na interface da solucao do problema de Riemann com

Métodos centrados: Os métodos centrados sao mais simples que o de Godunov. Os
considerados aqui tem o fluxo discreto dado por

JUD)+ fUL) Q12
2 2

sendo a;_1 /o uma estimativa para a velocidade local de propagagao na interface,

i =max{p (L0200 (00} 5)

Fi 10 = (U7 Uy, (4)
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onde p é o raio espectral da matriz jacobiana df (u)/du. Quando utiliza-se a reconstrugao
constante por partes (o; =0, V i) o método é conhecido como método de Rusanov [9]. No
caso de reconstrugao linear tem-se o método de Kurganov-Tadmor (KT) [3,8].

3 A equacao de Buckley-Leverett

A equagao de Buckley-Leverett (BL) [2,9] é

0s .
e+ (o)) =0, (©

sendo s a saturacdo da dgua e ¥ € R? a velocidade do escoamento, que leva em conta a
heterogeneidade do meio poroso. A fungao fluxo é

_ Ms?
 Ms?2 4 (1—s)?’

f(s) =¢(s)v com  (s) (7)

onde M = po/ ey sendo p, € puy, as viscosidades do 6leo e da dgua respectivamente.

Nos interessam condicoes tipicas dos problemas chamados de injecao, nos quais o
dominio de interesse se encontra inicialmente com s(x,t = 0) = s, (préximo de 0) e
ingressa nele um fluxo com saturagdo s; maior que s,. No caso unidimensional com velo-
cidade v = 1, essa situacao corresponde ao problema de Riemann definido pela condigao
inicial s(x,0) = s; se z < 0 e s(x,0) = s, se x > 0. E importante relembrarmos da solucao
exata desse problema, nao sé porque ela é necessaria para completar a definicdo dos flu-
x0s de Godunov, sendo também porque serd utilizada na interpretacdo dos resultados
numéricos.

Dependendo dos valores de s; e s,, a solugdo s(z,t) pode ser uma onda de choque
ou uma combinagao choque/rarefagao. Nos choques s satisfaz a condi¢do de entropia de
Oleinik [9, 10], que geometricamente representa uma condicao de convexidade, ilustrada
na Figura 1(a). Denotando por f. o envelope convexo acima do grafico de f para s > s,
os valores de s permitidos devem satisfazer f(s) = f.(s). Por ser a funcao de fluxo de BL
nao convexa, aparece para cada valor de s, um valor § tal que a transicao entre os valores
5 (ou sy, se s; < §) e s, deve ser descontinua, surgindo assim uma onda de choque que se
desloca a velocidade ¢ = f'(5) (ou ¢ = (f(s;) — f(sr))/(s1 — sr) se sp < §). Se s; > §, a
onda de choque é acompanhada a esquerda por uma onda de rarefacdo que une os valores
s; e 5. A solugdo, no caso s; < § é ilustrada na Figura 1(b), e na Figura 1(c) mostra-se o

caso s; > 5. O ponto § cumpre f/(8) = (f(8) — f(s+))/(58 — ;).

Choque Choque + Rarefagao

S|

wm

m

(a) (‘) C x/t(b) 0o ) @(3) x/t(c)

Figura 1: (a) Funcao fluxo e seu fecho convexo acima, (b) solugdo exata no caso s; < §, (c) caso
s > S.
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Para nossos objetivos, o importante é notar que st = s(0,t > 0) = s; sempre que v > 0
e st = s, sempre que v < 0. Dessa forma, o fluxo de Godunov corresponde a “full upwind”.
Também utilizaremos o valor de § correspondente a s, = 0, isto é, § = 1/v/M + 1.

4 Experimentos numéricos

Nesta secao apresentam-se experimentos numeéricos cuja aproximacao temporal é ob-
tida pelo método Runge-Kutta T'VD de segunda ordem [6]. Para o passo temporal utiliza-
se a restricio CFL: At = Atcrr, /4, com Atcpr, = h/(max{ '} max{|v]}), [9]. Sao utiliza-
das as normas de L'(2) e Lip/(R), sendo esta tltima

[wl]rip =SUlp~{/Qw¢dQ|<z5 € CH(Q), [IVo()l <1,z € Q3. (8)

4.1 Problema 1D com condigao inicial suave

Em problemas com solugdo suave os métodos alcancam sua ordem formal de con-
vergéncia. Aqui apresentamos um problema cuja solucdo é inicialmente suave mas de-
senvolve uma onda de choque que aparece em ¢t ~ 0.035. Considera-se o dominio 2 =
(0,1), com campo de velocidade constante v = 1, M = 10, condigao inicial S(x,0) =
0.45sen(27x) + 0.5 e condicao de contorno periédica.

Esse problema foi simulado com malhas de 25, 50, ... células e a ordem empirica de
convergéncia para cada tempo t foi calculada ajustando uma lei de poténcia o h? aos erros
medidos com respeito a uma solucao de referéncia (malha de 10000 células). Na Tabela 1
tem-se os resultados para os métodos de Rusanov e KT (limitador minmod) nas normas L'
e Lip’. Até o tempo 0.03 eles apresentam convergéncia empirica O(h) e O(h?) em ambas
normas, cada um de acordo com sua ordem formal. Em torno da aparicdo do choque
em ¢t = 0.035, a ordem empirica do KT na norma L' cai para primeira ordem, a mesma,
do Rusanov. A “maior ordem” do KT sobre o Rusanov, no entanto, ndo é totalmente
destruida pela aparicdo de um choque. Ela permanece quando a convergéncia é medida
na norma Lip’ [4]. Resultados anélogos sao obtidos para métodos de Godunov de ordem
1 e 2, e para o limitador superbee.

. tempo 0.01 | 0.015 | 0.02 | 0.025 | 0.03 | 0.035 | 0.04 | 0.045 | 0.05
Método
Rusanov-L!(£2) 1.00 | 1.00 | 1.00 | 0.98 | 0.97 | 0.93 | 0.89 | 0.88 | 0.91
Rusanov-Lip/(©2) | 1.05 | 1.07 | 1.09 | 1.10 | 1.05 | 0.92 | 1.02 | 1.04 | 1.04

KT-L'(Q) 1.99 | 1.97 | 193 | 1.86 | 1.74 | 1.54 | 1.18 | 1.07 | 1.08

KT-Lip/(Q2) 2.03 | 2.02 | 201 | 201 | 227 | 150 |1.85| 1.90 | 1.91

Tabela 1: Ordens de convergéncia em diferentes tempos para os métodos de Rusanov e KT.

4.2 Problema de Riemann

Como discutido na secao 3, se s, = 0 pode-se observar a transicdo de um problema
de puro choque, quando 0 < s; < §, a outro com uma combinagao choque/rarefagao para
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s; > 8. Consideramos M = 10, e portanto § = 0.3015. Assim, foram realizadas simulagoes
do problema para diversos valores de s; entre 0.1 e 1 como mostrado na tabela 2 e para
varias malhas, como no exemplo anterior. As ordens de convergéncia medidas para o
método KT (limitador minmod) sao consistentes com os resultados anteriores até s; = 0.3,
mostrando O(h) na norma L' e O(h?) na norma Lip’. Para s; > 0.3015, isto é, quando
a solucao exata contém uma onda de rarefacdo, a ordem empirica cai na norma Lip/,
observando-se O(h) em ambas normas. Assim, a presenca de rarefagoes reduz a “maior
ordem” do KT, e 0 mesmo acontece com o Godunov de segunda ordem, independentemente
do limitador utilizado. Sendo as ordens iguais, a precisao pode ser comparada observando
os valores da norma do erro. Essa comparagao pode se vista na Figura 2 para o caso
s; = 1. Nota-se que os métodos Godunov minmod e KT minmod aproximam melhor a
solucao em ambas normas, e que essa melhora ocorre principalmente na regiao onde ocorre
o choque como pode ser observado no detalhe.

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Norma
Ll(Q) 1.05 | 1.03 | 0.95 | 0.89 | 0.89 | 0.89 | 0.89 | 0.89 | 0.90 | 0.91
Lip’(Q) 200|201 |171]110|1.07|1.06 | 105 | 1.05]|1.05| 1.05

Tabela 2: Ordens de convergéncia do método KT para diferentes escolhas de s;.

1 Erro norma Ll(Q) Erro norma Lip'(€})

0.8 1072
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—Pp— Godunov ~—<— Rusanov
Godunov minmod  —— 0 (h)

0

0 0.2 0.4 X 0.6 0.8 1

Figura 2: Aproximagao da solu¢ao de BL 1D com os métodos Godunov, Godunov minmod, KT
minmod e Rusanov, e respectivo estudo de convergéncia nas normas L'(2) e Lip’ ().

4.3 Problema 2D heterogéneo

Finalmente é discutido um problema bidimensional 2 = (0,1) x (0,1) com um campo
de velocidade resultante de um campo de permeabilidade heterogéneo de alto contraste
(ilustrados na Figura 3). A condigdo de contorno considera injegao de dgua constante em
toda a borda esquerda. A Figura 4 (direita) ilustra a saturagdo numérica S calculada
no tempo t = 0.15. O estudo empirico de convergéncia utiliza uma solugdo de referéncia
calculada em uma malha com 640 x 640 células. Observa-se na Figura 4 que os métodos
com reconstrucao constante (Godunov e Rusanov) apresentam ordem empirica préxima de
O(h'/?), enquanto que os métodos com reconstrucio linear (Godunov minmod / superbee e
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KT minmod /superbee) apresentam ordem compativel com O(h), com erros significativa-
mente inferiores. Os resultados mostram que a solu¢ao numérica se mantém entre 0 e 1,
sem valores espurios fora dos limites fisicos do problema, para todos os métodos estudados.

1 2 1
20
15
18
0.8
0.75 16
05
14
0.6 0 -
> 0.5 > 0.5 1
0.4 -1
15 .
0.25
0.2 2 .
2.5 ,
0 3 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.25 05 0.75 1
X

=

©

X

Figura 3: Campo de permeabilidade em escala logaritmica (esquerda) e linhas de corrente do
campo de velocidade correspondente (direita, notar que as cores referem-se & magnitude da velo-

cidade).
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Figura 4: Solugao numérica de saturagdo no tempo ¢t = 0.15 (esquerda), e erros como fungao de
h para diversos métodos (direita).

5 Conclusoes

O presente trabalho apresenta um estudo empirico da convergéncia de métodos de vo-
lumes finitos para o transporte bifdsico em meios porosos. Métodos do tipo Godunov e
centrados foram implementados em variantes de primeira e segunda ordem formal, e testa-
dos em situacoes simples 1D e realistas 2D. Os experimentos orientaram-se a mostrar que
a ordem empirica depende da regularidade da solucdo, sendo que na norma L' a presenca
de choques destréi a ordem O(h?), mas ela é preservada na norma Lip/. Mais prejudi-
cial é a presenca de ondas de rarefacdo, que faz com que todos os métodos apresentem
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ordem empirica de convergéncia O(h) em ambas normas. Quando aplicados em um caso
bidimensional com um campo de permeabilidades de alto contraste, os resultados mos-
tram convergéncia superior (aproximadamente O(h)) para os métodos com reconstrugao
linear, quando comparados aos métodos de primeira ordem (cuja ordem é aproximada-
mente O(h'/?)). Este estudo fornece embasamento para a escolha de métodos adequados
para problemas de escoamentos bifdsicos em meios porosos, que podem ser utilizados para
modelos acoplados com a lei de Darcy.
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