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Resumo. Uma formulagao recentemente desenvolvida para o problema de difusao anémala
com termo de quarta ordem apresentou em determinadas situacoes particulares valores ne-
gativos na solucao. Neste trabalho é realizado um estudo do efeito coeficiente de difusao
secunddria visando contribuir para o entendimento do comportamento das solugoes nestas
situagoes. Foi implementada uma fungao para representar a variagao na parcela sujeita a
difusdo primaria e secundaria, de acordo com a quantidade da propriedade em difusao. Os
resultados obtidos sao compativeis com aqueles apresentados em trabalhos anteriores na
literatura.
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1 Introducao

O fenomeno de difusao de uma propriedade em um meio continuo pode, na maioria das
aplicagoes, ser descrito pela lei de Fick. Porém, existem casos em que para a modelagem do
fendmeno de difusdo necessita-se de outras formulacoes para representar adequadamente
sua variacao espacial e temporal. A recente formulagao analitica desenvolvida pelos pes-
quisadores Bevilacqua et al. [1-3] permite descrever o comportamento do processo difusivo
considerando que uma parcela da grandeza de interesse seja retida.
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Em um caso unidimensional, a equagao que representa a difusao primaria e secundaria
pode ser descrita como

06 _ .. 0% o'

= By G~ B B)KuS 1)
onde ¢ representa a concentragao de um soluto ou o nimero de individuos em uma po-
pulacado, x representa a coordenada espacial, t o tempo, 5 a parcela sujeita a difusao
priméria e (1 — 3) é a parcela retida ou associada a difusdo secundéria, e Ky e Ky sdo
parametros relacionados a difusdo primaéria e secundédria respectivamente.

A Equagao (1), com diferentes condigdes de contorno e inicial, foi resolvida por Silva et
al. [4,7-9] utilizando solucoes analiticas em situagoes particulares, o Método de Diferengas
Finitas, bem como a rotina NDSolve do software Mathematica e apds a realizagdo do
estudo de sensibilidade foram desenvolvidas solugoes para o problema inverso de difusao
anomala utilizando métodos de inferéncia Bayesiana e méxima verossimilhanca.

O problema estacionario para a mesma equagao foi abordado por Vasconcellos et
al. [10], que desenvolveram uma solugao usando o Método de Volumes Finitos e dedi-
caram atencgao especial as dificuldades numéricas relacionadas as condi¢oes de contorno
de primeiro, segundo e terceiro tipos (Dirichlet, Neumann e Robin).

Em determinados casos especificos, a recente formulacao de difusao apresentou valo-
res negativos para a funcao modelada em algumas posi¢oes do dominio espacial, onde
apenas valores positivos poderiam ter significado fisico. O presente trabalho buscou con-
tribuir para melhorar o entendimento destas situagoes, reproduzindo alguns casos com
tais ocorréncias e propondo uma variagao nos valores do coeficiente I'y associado a difusao
secundaria.

BK>

2 Metodologia

Primeiramente foram estudados os casos em que foram obtidos valores negativos na
solucao do problema de difusao anomala.
2.1 Estudo do Coeficiente de Difusao Secundaria

Sao definidos os coeficientes de difusao primaria e secundaria

Iy = BK> (2)

Iy =p(1—PB)Ky (3)

Para considerar uma variagao no coeficiente de difusao secundaria é possivel formular
que tal variacdo seja feita no parametro 8 ou em Kj4. Neste trabalho foi considerada a
variacao de 8 em funcao de ¢, que também afeta a difusao primaria, caracterizada por I's.
Entao, para permitir uma variagao de 3(¢), é necessario rever a Equagao (1) e a partir de
Bevilacqua et al. [3]
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, )
Na secao seguinte serd descrito como o parametro § e a derivada £ serao tratados nume-
ricamente.

2.2 Fungao 5(¢)

Considerando o interesse em resolver situacoes nas quais 3(¢)|s_q = 1 (eliminando o
efeito da difus@o secunddria) e posteriormente seja definida por um patamar aproxima-
damente constante, foi entdo implementada uma formulagdo representando S por uma
funcao sigmdide dependente de ¢(z,t)

_ Bmax - Bmln
onde Bmaz, Bmin, Y € ¢o definem a funcao sigmdide e sua derivada analitica é dada por
a8 e~ V(é—d0)
87(1) = _’7(6771&1 - 6min) (1 —~(p—c0))2
+ e 0 )

conforme representado na Fig. 1 a seguir.
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Figura 1: Grafico da fungao sigmdide e sua derivada para diferentes parametros ¢g € v (Bmaz = 1

A solucao do problema de difusdo anémala foi obtida utilizando o Método de Diferencas
Finitas (MDF') programado no software R [6]. Foi adotada uma solugao atrasada no tempo

) A

para 3 e %, ou seja, considerando que B2t ~ 5t e %H ' %t. Como
03 _ 980 N
or  0¢ Ox
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é possivel utilizar a Equagao (7), solucao analitica para g—g e calcular g—ﬁ por diferengas

finitas, Equagao (9), sendo ambas atrasadas no tempo

96 t+AL tx_mx — 8¢;_M + 8¢§C+M - ¢tx+2m 4
Iz i - 12Ax FOAT Y

para obter a derivada g—i, que é necessaria para solucionar a Equacao (5).

3 Descricao dos casos estudados

Foi considerado o problema de difusao anémala com a seguinte condi¢ao inicial

T 100
6w, 1), = |sen (T2 )] (10)
e as seguintes condicoes de contorno
¢($7t)‘x:0 = (b(x?t)‘x:L =0 (11)
o _do| a2
dr|,_o dr|,_|

idéntico aquele tratado na Ref. [9] para fins de validagdo e com objetivo de estudar a
situacao observada de valores negativos na solugao ao se considerar [ = const. Assim,
serd possivel avaliar a efetividade da solu¢ao desenvolvida neste trabalho, com uso de 8(¢).

Foram avaliadas as solugoes com trés diferentes conjuntos de parametros B, Bmaz,
Bmins 7V, ¢o (ver Tab. 1), sendo que para todos os casos L = 1,00, Ko = 1.00E — 3,
Ky =100E -5ety=1,0.

Tabela 1: Estudos de Caso implementados.

Variavel | Caso 1 | Caso 2 | Caso 3
B 0,2 Blg) | B(¢)
Bmaz NA 1,0 1,0
Bmin NA 0,2 0,2
vy NA 1000 50
N NA 0,01 0,5

Em todas as simulagoes realizadas, o tempo de observagao foi discretizado em 1000
intervalos e o dominio espacial em 100 intervalos. O tempo computacional em um notebook
com processador Intel(R) Core(TM) i5-5200U CPU @e 2.20GHz foi de aproximadamente

0,6s para cada simulacgao realizada.
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4 Resultados e Discussao

Na Figura 2 sao apresentados os resultados obtidos com o Método de Diferencas Finitas
(MDF) nos casos de estudo 1, 2 e 3, para investigar a ocorréncia de valores negativos na
solucao da equacao de difusao andémala desenvolvida.
t=0 . linha vermelha t=0 ... inha vermelha t=0 .. linha vermelha
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Figura 2: Resultados para os casos estudados.(a) 8 constante; (b) 8 varidvel (v = 2500 e ¢g =
0,01); (c) B variavel (v = 50 e ¢g = 0, 3); (d) detalhe da solugdo f constante; detalhe da solugao
B varidvel (v = 1000 e ¢y = 0,01); (f) diferencas nas solugoes dos casos 1 e 2.

No grafico (a), mais especificamente no detalhe (d), é possivel notar a ocorréncia dos
valores negativos para o caso 1 com 8 = const. Os resultados obtidos com a implementagao
de 5(¢) no estudo de caso 2, com v = 1000 e ¢ = 0,01, estdo apresentado nos graficos
(b) e no detalhe (e), onde é possivel observar que ji nao ocorrem os valores negativos na
solugao. No gréfico (c) é apresentado o resultado para o estudo de caso 3, com v = 50 e
¢ = 0, 3, onde pode ser observada uma anomalia de difusao causada na solugao dependendo
dos parametros estabelecidos para a fungéo § e que sera objeto de estudo posterior. O
resultado da diferenca entre as duas implementacoes entre os casos 1 e 2 estd representada
no grafico (f).

As solucoes desenvolvidas podem ser obtidas para o ambiente R na plataforma CRAN
(Comprehensive R Archive Network) sob o nome ”AdvDif4” [5].

5 Conclusoes e Trabalhos Futuros

A implementacao do MDF com variacao do parametro 3 foi realizada para o problema
de difusao anémala, sendo foi possivel eliminar a ocorréncia de valores negativos na solugao.
Tais resultados negativos podem ser incompativeis com o fenémeno simulado, como por
exemplo os estudos de dinamica populacional.
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Observou-se que dependendo dos parametros estabelecidos para representar a variagao
de 3, podem ocorrer diferentes efeitos na difusao anomala, o estudo de tais efeitos serao
objeto de trabalhos futuros.

Com o modelo desenvolvido sera possivel projetar de experimentos utilizando técnicas
de estudo de sensibilidade para estimativa dos parametros necessarios ao uso do modelo
em aplicacoes onde ocorram efeitos de retencao associados com a difusao.

Para a solugdo de problemas inversos, busca-se com frequéncia solugoes para os pro-
blemas diretos correspondentes que sejam acuradas e obtidas com tempo computacional
reduzido. A solugao aqui apresentada atende estes requisitos.
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