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Resumo: Neste artigo, sera apresentado o método binario para verificagdo de congruéncia de
grandes numeros, como parte do teste de primalidade. Decompor um numero de mais 17
milhdes de digitos ou confirma-lo como ndmero primo ndo é trivial. Com o advento da
computacdo e a capacidade de processamento das méquinas, os estudos vém evoluindo com
muita rapidez, porém o custo computacional ainda é muito grande, levando-se em
consideracéo, por exemplo, o teste de primalidade de 2°7%%'.1, Como resultado ser&o
apresentadas duas alteragdes no algoritmo: o parcelamento do expoente bindrio com o intuito
de reduzir o nimero de iteragdes; e a troca do resto da congruéncia priorizando sempre o de
menor valor, reduzindo 0 rp. (resto maximo) em menos da metade em relagdo a proposta
inicial do algoritmo.
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1. INTRODUCAO

Enquanto Dario | rei da Pérsia (522 — 486 A.C) contava o0s dias através de n6s em
barbantes e outros povos ainda mais antigos controlavam suas informacgdes contabeis
representadas em pecas de diferentes formatos e armazenadas em urnas de barro [6], temos hoje
acessibilidade a computadores com grande poder computacional capazes de fazer calculos com
grande rapidez.

Neste contexto podemos dizer que os nimeros primos desafiam a capacidade do ser
humano. A singularidade destes nimeros é fascinante e matematicos de todas as partes do
mundo buscam explica¢Ges, novas teorias, conjecturas ou tentam provar algumas ja existentes.
Este estudo ja se estendeu para outras areas de pesquisa, e neste ambito, cientistas da
computagdo sdo potencialmente capazes e de fundamental importancia para a mesma, devido a
complexidade dos calculos que precisam ser feitos.

Outra classe de nimeros especiais esta diretamente ligada com 0s nimeros primos: 0S
numeros perfeitos. Estes sdo gerados através da multiplicacdo tendo como um dos fatores um
nimero primo gerado pela equacdo de mersenne. Sabendo-se que um numero de mersenne é
primo, pode-se obter um namero perfeito [7].

2. AHISTORIA DOS NUMEROS

A histdria dos nimeros é muito antiga e esta contada no livro A Histéria Universal dos
Algarismos do Autor Georges Ifrah, e vinha sofrendo alteracGes e melhorias ao longo dos
séculos. A evolucdo ocorreu lentamente e em épocas permanecia estagnada até o surgimento de
uma nova linha de pensamento que trazia novas ideias e teorias [6].

Por volta de 300 A.C. na Grécia Antiga surgiram 0s primeiros conceitos de nimeros
primos. Euclides afirma na definicdo 11 do Livro VII dos Elementos: “Um nimero primo é
aquele que é medido apenas pela unidade” [4]. Na definicdo 13 do Livro dos Elementos,
Euclides define também os nimeros compostos. “Um ndmero composto € aquele que é medido
por algum ndmero”.

Coutinho (2004) traduz estes conceitos para os dias de hoje, e define a expressdo ‘medido
por’ como ‘divisivel por um numero menor do que ele proprio’[3]. Assim podemos definir
como primos 0s numeros que nao sdo divisiveis por nenhum nimero menor que ele, exceto o 1.
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2.1  Numeros Primos

Ja na metade do século XIX, foi feito um grande progresso nas pesquisas relacionadas a
teoria dos numeros. Bernhard Riemann passou a abordar o problema de uma forma
completamente nova. Utilizando uma nova perspectiva, comecou a compreender parte do
padrdo responsavel pelo caos dos primos. Havia uma harmonia sutil e inesperada escondida sob
0 ruido externo dos primos. Apesar deste grande salto adiante, a nova musica ainda ocultava
muitos de seus segredos.

Riemann foi audacioso e fez uma previsdo ousada sobre a melodia misteriosa que havia
descoberto. Essa previsdo ficou conhecida como a hipotese de Riemann. Quem conseguir provar
que a intuicdo de Riemann sobre a natureza dessa musica estava correta terd explicado por que
0S primos nos transmitem uma impressao tao convincente de aleatoriedade [9].

Riemann desenvolveu sua idéia original apds descobrir um espelho matematico através
do qual era possivel observar os primos. Hoje, o problema proposto em 1859 por Bernhard
Riemann faz parte de um seleto grupo de problemas nédo resolvidos, e para quem solucionar e
apresentar a prova da Hipdtese de Riemann sera pago um prémio de um milhdo de Dolares
oferecido em 2000 por Clay Mathematics Institute [2].

Outras pesquisas e as novas descobertas foram feitas com o passar dos anos e com isso,
0S numeros primos vieram a ter uma relevante importancia para a Ciéncia da Computagéo.
Alguns algoritmos e estruturas de dados se baseiam nos nimeros primos como € o caso das
tabelas Hash [8].

A partir de 1970, devido ao conceito de criptografia de chave-publica, passaram a formar
a base dos primeiros algoritmos de criptografia, como exemplo, o algoritmo cryptosystem da
RSA [10].

2.2  Numeros perfeitos

Paralelamente aos numeros primos, apresentam-se ndmeros ainda mais peculiares: 0s
nimeros perfeitos. Os nameros perfeitos foram caracterizados 300 A.C. por Euclides, que
definiu um nimero como perfeito quando a soma de todos os seus divisores é igual ao préprio
namero. Por volta do ano 600, o PE. Frances Marin Mersenne juntamente com Pierre de Fermat,
definiram a classe dos nimeros de mersenne, como sendo da forma 2" -1. Para todo n=primo,
que gere um namero de mersenne também primo, obtém-se um namero perfeito relacionado, ou
seja, 2" -1*2™* = nmero perfeito [5];

Em artigo publicado em 2010, os pesquisadores chineses Sibao Zhang, Xiaocheng Ma e
Lihang Zhou desenvolveram um estudo sobre a distribuicdo dos nimeros primos de mersenne,
apresentando uma tabela de probabilidade de incidéncia em um determinado intervalo de
nameros [11].

n x =log,(n) — 1 exp = 2% *Quantidade de n° primos de
mersenne =n — log,(n)
2 0 2 1
4 1 4 2
8 2 16 5
16 3 256 12
32 4 65.536 27
64 5 4.294.967.296 58

*Quantidade de nimeros primos de mersenne menores que 2°°.
Tabela 1: Dedugdo da distribui¢do dos numeros primos de mersenne baseada na conjectura de
Zhang, Ma e Zhou.

Fonte: Préprio autor
Observando esta distribuicéo, fica evidente a infinitude dos nimeros primos de mersenne
e por consequéncia os numeros perfeitos. No entanto, considerando que a incidéncia de nimeros

primos de mersenne apresentada pelos pesquisadores € apenas uma conjectura, esta infinitude
também n&o pode ser provada.
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O maior nimero primo encontrado até hoje, que é também um numero primo de
mersenne, tem mais de 17 milhdes de digitos (2°7%%°™*"-1). Isto est4 diretamente relacionado com
o algoritmo de teste de primalidade utilizado para estes nimeros. O teste de primalidade de
Lucas-Lehmer é de longe o mais eficiente e com menor custo computacional, mas apenas se
aplica aos nimeros de mersenne [7].

Este nimero “especial” foi encontrado em 2012 por uma rede voluntéria através de um
sistema de computagdo distribuida denominada: Great Internet Mersenne Prime Search [5].
Ainda ndo é conhecido nenhum ndmero perfeito impar e conjectura-se que eles ndo existam,
porém a prova ndo é trivial.

No entanto, outros algoritmos séo utilizados para testes preliminares com a finalidade de
eliminar a grande maioria dos nimeros compostos com caracteristicas fortes de nimeros
primos. Um destes algoritmos esta descrito na se¢do seguinte.

3. METODO BINARIO DE CONGRUENCIAS

Percebe-se, que 0s numeros em questdo sdo de grandes magnitudes, de dificil
manipulagdo e custosos computacionalmente. O GIMPs utiliza alguns métodos para o garimpo
de numeros primos de mersenne. Um destes métodos € a congruéncia através da transformacao
de p=(expoente de base 2) em numero binério, e posteriormente a verificacdo da sua
divisibilidade por nimeros primos pequenos, descrito por ATKIN e BERNSTEIN em 2004 [1].

Todos os possiveis divisores de nimeros de mersenne sdo da forma p*k+1. Onde k é
sempre um nimero par. Por exemplo, para chegar-se ao resto da diviséo de 2° por p*k+1, temos
0 seguinte pseudo-algoritmo:

Considerando:
p=23=10111(binério);
k=2;

r=1 (inicial);

1°PASSO: 1 = r?

2° PASSO: Remover o primeiro bit de p.

3° PASSO: Caso o bit removido seja “17, multiplica-se 0 valor do r> por 2 (r = 7 * 2).
Caso o bit removido seja “0” mantém o valor do r%.

4° PASSO: Efetua-se a congruéncia do r por p * 2 + 1, atribuindo este valor ar;

Este procedimento deve ser efetuado até que ndo tenha mais bits a serem removidos,
isto €, a quantidade de bits define a quantidade de iteracdes.
Caso a congruéncia seja 1, apos a realizacdo completa das iteracdes, 0 nUmero em questdo é um
nimero COMPOSTO, pois ele tem divisdo exata.

r? Bits Restantes ~ Remover bit Multiplicagdo por 2 r=Mod.47
Ix1=1* 10111 10111 1x2=2 2
2x2=4 0111 10111 - 4
4x4=16 111 10111 16x2=32 32
32 x 32=1024 11 10111 1024 x 2 = 2048 27
27 x 27=729 1 10444 729 2 = 1458 1

*Obs.: Inicia-se com resto 1.
Tabela 2: Congruéncia pelo método binario

Se observarmos no quadro, podemos ver que temos numeros de tamanho reduzido, ou
seja, como é efetuada a congruéncia ap6s cada iteracdo, podemos concluir que este nimero
jamais serd maior que ((p * k)2) * 2. Ao passo que uma exponenciacdo simples geraria um
valor com grandes dimensdes.

Considerando o exemplo acima, com p = 23 e k=2: Valor m&ximo possivel pelo método
Binario: 4232. Valor mé&ximo pela exponenciagdo simples: 8388608;

Esta diferenca se torna ainda mais visivel considerando p = 607 e k=2: Valor maximo
possivel pelo método Binario: 2937888. VValor maximo pela exponenciagdo simples:
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531137992816767098689588206552468627329593117727031923199444138200403559
86085224273916250226522928566888932948624650101534657933765270723940951997876
6587351943831270835393219031728127(183 digitos);

Para 0 maior nimero primo teriamos mais de 17 milhdes de digitos envolvidos em cada
célculo. Por este método, considerando k=2, teriamos né maximo um valor igual a
6701383727991842.

Este método, porém, pode ser aprimorado, e este é 0 objetivo deste trabalho. Apresentar
algumas alteracGes para tornar 0 mesmo ainda mais eficiente.

4. RESULTADOS

As iteracOes necessarias para afirmar que um numero de mersenne é divisivel por
qualquer nimero da forma p * k + 1 pelo método binario apresentado, é igual & quantidade de
digitos de p transformado em nimero de base 2 e 0 tamanho maximo do seu divisor pode ser
(p*k)* *2.

Porém, esta conclusdo pode eventualmente ser obtida com menos iteraces com o
parcelamento do expoente binario, que reduz proporcionalmente o numero de iteragdes, dada
pela seguinte equacéo:

Onde,

i=namero de iteraces;
d=digitos do expoente binario e
np=ndmero de parcelas.

Este parcelamento é possivel quando tenho um expoente binario com parcelas iguais cujo
resto desta parcela é igual a 1 quando dividido por p * k + 1.
Consideremos p=63 e k=2;
Teremos:
p=63=111111

Podemos dividir o nimero binario em duas partes iguais:
p=63= 111 111

Aplicando o método binério, observa-se que o resto da divisao é igual a 1 apés a terceira
iteracdo, ou seja, ao fim da primeira parcela. Deste modo pode-se concluir que 2%*=1 mod 127.

r? Bits Restantes  Remover bit Multiplicagdo por 2 r=Mod.127
1x1=1 111 111 411 111 1x2=2 2
2 X 2=4 111 111 411 111 4x2=8 8
8 x 8=64 111 111 111 111 64 x2 =128 1

Tabela 3: Expoente binario por parcela

Outro fator interessante pode ser considerado para a eficiéncia do algoritmo buscando
limitar o tamanho maximo dos valores. Este fator esta diretamente relacionado com a nova
entrada do algoritmo, ou seja, o resto r de cada iteracdo.

Caso r seja um valor maior que p, pode-se optar por utilizar o resto da subtragdo,
conforme equacao:

Tent = (p*k+1)—r

Com isto, limita-se o valor maximo do célculo, para p? 2, equivalendo a menos da

metade proposto pelo algoritmo original.
Consideremos novamente p=23 e k=2, teremos:
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Tax = 232 %2 = 1058

r? Bits Restantes Remover bit  Multiplicacéo por 2 r=Mod.47
1x1=1 10111 10111 1x2=2 2
2Xx2=4 0111 10111 - 4
4x4=16 111 10111 16x2=32 (32>23)=47-32=15
15 x 15=225 11 10111 225 x 2 =450 (27>23)=47-27=20
20 x 20=400 1 10111 400 x 2 = 800 1

Tabela 4: Algoritmo com troca pelo menor resto r.

Neste exemplo percebeu-se duas trocas por valores menores. No entanto, existem casos
em que esta troca gera resultados mais interessantes. Isto ocorre no pior caso para o algoritmo
original, ou seja, quando: r = p * k;

Com a troca proposta,

Vent =((p*k)+1)—r

Substituindo r;

Tent = ((p*k)+1)—(p*k)

Logo: r = 1;

5. CONCLUSOES

Levando-se em consideragdo a importancia da pesquisa em relagdo a teoria dos nimeros,
principalmente aos nimeros primos e perfeitos, pequenos ajustes em algoritmos existentes se
tornam muito Uteis, devido a complexidade do problema.

A incorporac¢do do parcelamento do expoente, pode ser Gtil quanto ao tempo de execugdo
do algoritmo, pois cada iteragdo se torna muito custosa computacionalmente quando falamos em
milhares de digitos.

De igual forma, a redugdo do valor maximo do resto também se mostra de forma atraente,
considerando que o mesmo serve de entrada para cada nova iteracdo. Com o algoritmo
apresentado, a reducdo pode representar uma consideravel reducdo em relagdo ao valor a ser
utilizado pelo algoritmo original.

Para trabalhos futuros, pode ser abordada a relagdo entre os restos de cada divisdo para
k={2,4,6,8,...}, gerando possiveis saidas antecipadas do algoritmo.
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