Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

Trabalho apresentado no XXXVIIIl CNMAC, Campinas - SP, 2018.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Solucao Numérica para PVIF com Parametro Fuzzy
Interativo: Aplicacao em Modelos Epidemiolégicos
do Tipo SI

Vinicius F. Wasques'

Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica, Unicamp, Campinas, SP
Estevao Esmi?

Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica, Unicamp, Campinas, SP
Laécio C. Barros?

Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica, Unicamp, Campinas, SP

Resumo. Nesse trabalho propomos uma solugdo numérica para um PVI fuzzy conside-
rando condigOes iniciais reais e parametro fuzzy interativo. Em particular, tomamos um
modelo epidemiolégico do tipo suscetivel-infectado. As equagoes diferenciais envolvidas sao
processos fuzzy autocorrelacionados. A solugdo numérica é baseada no método de Euler
com operagoes adaptadas para nimeros fuzzy interativos. Por fim, apresentamos uma breve
discussao sobre o didametro da solugao numérica fornecida.

Palavras-chave. Problema de Valor Inicial Fuzzy, Interatividade Fuzzy, Distribuicao de
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1 Introducao

O estudo matematico de epidemias desempenha um papel importante para o entendi-
mento da evolugao de doencas, fazendo com que politicas publicas em relacao ao controle
da mesma possam ser aplicadas. Em geral, esse estudo é realizado através de equacgoes
diferenciais ordinarias (EDO) ou parciais (EDP). Um dos modelos que é frequentemente
estudado em epidemiologia é do tipo suscetivel-infectado, ou também conhecido como
modelo ST [5].

Os modelos clédssicos nao levam em conta incertezas presentes na evolucao da doenca.
Por exemplo, no modelo SI o individuo suscetivel que contrai uma doenca se torna infec-
tado e ndo apresenta recuperacdo em relacdo a doenca, como ocorre com o HIV-AIDS.
Nesse caso, o individuo que contrai o virus HIV nao necessariamente desenvolve a doenca,
no entanto, pode transmitir o virus para outros individuos. Essa transmissao pode de-
pender de uma série de fatores, dentre elas a carga viral que o individuo possui que nao
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é precisamente determinada. Portanto, a taxa de contdgio (ou também chamada de taxa
de infeccao) é incerta.
No presente trabalho, vamos considerar o seguinte modelo do tipo SI [5]
45 = —BSI , S(0)=S,eR 1)
d —pSr | 10)=LeR ’ '

sendo Sy e Iy condigoes iniciais e # a taxa de infecgao.

Em [3] essa heterogeneidade, presente na taxa de contégio, foi incorporada ao modelo
considerando que o parametro 8 é dado por um numero fuzzy. Aqui, vamos supor que
a taxa de infeccao também depende da interatividade entre as populagoes S e I, sendo
assim o parametro 8 é dado por um numero fuzzy interativo. A nocao de interatividade,
no contexto da teoria fuzzy, estd associada ao conceito de distribuicao de possibilidade
conjunta [7].

Nesse artigo, apresentamos uma solugdo numérica para o sistema (1.1), baseada no
método proposto em [9], que consiste em estender as operagoes presentes no método de
Euler para ntimeros fuzzy interativos, via principio de extensao sup-J, sendo J uma dis-
tribuigdo de possibilidade conjunta. Em [9] é utilizada uma familia de distribuigoes para-
metrizadas Jy, com v € [0,1]. Vamos considerar apenas a conjunta Jy, uma vez que as
operagoes aritméticas baseadas nessa distribuicao apresentam o menor diametro possivel
dentre as demais [6,8].

2 Preliminares

Essa secao esta dividida em duas subsegoes. Na subsecao 2.1 descrevemos o método
de Euler classico. Na subsegao 2.2 apresentamos alguns conceitos bésicos da teoria fuzzy.

2.1 Método de Euler

Sejam y; : R = R™ com i = 1, ...,n, fun¢des que dependem do tempo t. Considere o
problema de valor inicial (PVI) de primeira ordem, dada em (2.2)

Wi _ f.(t
{ dt fl( » Y1, Y2, ’yn) , 1= ]_7,,,7717 (22)

y(to) = yo € R

sendo f; uma funcao que depende de 1,2, ..., yn € t.
O método de Euler consiste em determinar solugoes numéricas para equagoes diferen-
ciais ordindrias descritas por (2.2). O algoritmo de tal método é dado em (2.3)

yEr = yF b it yb, s Uh), (2.3)

com 0 < k<N —1, sendo N o nimero de particoes que o intervalo de tempo é dividido,
h o tamanho dos subintervalos [tg,t;+1] e condicdo inicial (¢, ).
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2.2 Teoria de conjuntos fuzzy

Um subconjunto fuzzy A de um universo X é caracterizado por uma funcao de per-
tinéncia pg : X — [0,1] em que pa(z), ou simplesmente A(x), indica o grau com que
x € X pertence a A. Todo subconjunto cldssico A em X pode ser descrito através de sua
fungao caracteristica x4 : X — {0,1}. Sendo assim todo conjunto clssico é em particular
um conjunto fuzzy. Denotamos por F(X) a familia de todos os subconjuntos fuzzy de X.

Seja A um subconjunto fuzzy de X. Para cada a € (0,1], os a—niveis de A sdo
definidos pelos conjuntos classicos [A]* = {z € X : A(x) > a}. Se X for um espago
topolégico entdo o 0—nivel é dado por [A]? = suppA, sendo suppA = {x € X : A(z) > 0}
o suporte do conjunto fuzzy A.

Os numeros fuzzy sao subconjuntos fuzzy de R cujos a—niveis sao intervalos limitados,

fechados e nao vazios para todo « € [0, 1], e sdo denotados por [A]* = [a,,a}], Va € [0,1]

a?r o
[1]. Os numeros fuzzy triangulares sdo exemplos de nimeros fuzzy e sdo denotados por
(a;b;¢) com a < b < ¢ [1]. Denotamos a classe dos nimeros fuzzy por Ryr.

Uma t-norma é um operador A : [0,1]?> — [0, 1] associativo, comutativo e crescente,
que satisfaz A(z,1) = z para todo = € [0,1]. O operador minimo (A) é um exemplo de
t-norma.

Sejam A e B numeros fuzzy. A distancia de Pompeiu-Hausdorff Dy : Rr X Rx —

[0, +00) é dada por Doo(A, B) = sup (max{|a, —b,|,|al —bl|}), VA, B € Rz. A norma
a€l0,1]

de um nimero fuzzy A € Rx é definida por ||A||7 = Doo(4,0) = max{|ag |, lad |}, onde o
simbolo 0 representa a fungao caracteristica do ntimero real 0.

Uma relagao fuzzy R em X = X; x ... x X, é dada pela funcao de pertinéncia R :
Xi % ... x Xp = [0,1], sendo R(z1,...,z,) € [0,1] o grau em que os elementos da n-upla
(z1,...,oy) € X estao relacionados segundo a relacao R.

A projecao de uma relacao fuzzy n-aria R € F(X) = F(X1 x X2 X ... x X,,) sobre
X;, com 1 < i < n, éo conjunto fuzzy H’}é de X; cuja funcao de pertinéncia é dada por
i(y) = sup  R(z1,...xn), Yy € X;. Por definigao, temos que sup () = 0.

zeX:x;=y
Uma relagao fuzzy J € F(R") é dita uma distribuigao de possibilidade conjunta dos
ntmeros fuzzy Ay, ..., A, € Rr se A;(y) = I4(y) = sup  J(x1,...,zy,), para todo

z€R™ : x;=y

yeReVi=1,...,n.

Seja A uma t-norma. A relagao fuzzy Ja € F(R") dada por Ja(z1,...,xn) = A1(z1) &
oo N Ap(zy), é dita distribuigdo de possibilidade conjunta baseada na t-norma A dos
nameros fuzzy Ai,...,A, € Rr. Através dessa definicao, obtemos uma classe de distri-
buicao de possibilidade conjunta entre os numeros fuzzy Ai,...,A, € Ry baseada em
t-normas. Em particular, se a distribuicdo de possibilidade conjunta J for baseada na
t-norma do minimo, ou seja,

In(x1y ey xpn) = Ar(z1) A o A Ap(xh), (2.4)

entdo os numeros fuzzy Aq, ..., An sao ditos ndo interativos. Caso contrdrio, isto €, J # Ja,
entdo Ay, ..., A, sdo ditos interativos.

Sendo assim, o conceito de interatividade entre nimeros fuzzy estd diretamente asso-
ciada a nocao de distribuicao de possibilidade conjunta.
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Em geral, a interatividade entre nimeros fuzzy nao precisa ser baseada em uma t-
norma. Por exemplo, Carlsson et al. [4] introduziram o conceito de correlac@o linear
entre nimeros fuzzy. Dois nimeros fuzzy A e B sao ditos completamente correlacionados
se existem ¢, € R com g # 0, tal que a correspondente distribuicdo de possibilidade
conjunta J¢,,} € dada por

g (@1, 22) = A(@1) X {quir=v} (1, T2) 25)
= B(xQ)X{unrr:v}(xl? x2) ’

para todo z1,z2 € R, sendo X{qu4r—v} @ fungao caracteristica do conjunto {(u,qu +r) :
Vu € R}. Quando ¢ > 0 (¢ < 0), dizemos que os nimeros fuzzy A e B sao positivamente
(negativamente) correlacionados.

A distribui¢ao Jy, ) s6 pode ser aplicada em pares de nimeros fuzzy que possuem o
mesmo tipo de funcao de pertinéncia (triangular, trapezoidal, gaussiana, etc) [1].

A seguir, apresentamos uma conjunta mais abrangente, no sentido de que pode ser
aplicada para quaisquer tipos de niimeros fuzzy.

Dados Ay, A2 € Rr, para cada z € R e o € [0, 1] considere as fungdes [6]

g1(z,a) = /\ lw+2z e goz,a) = /\ lw + 2. (2.6)
we[Az]™ wE[A]*

Considere também os conjuntos R?, e L(z,a) definidos por

-+
. " oa; € 0,1 .
Rl = § Wi @ € i ) g g 0 gie0) - 2 i) — 2,
[A;] se a=1
com i =1,2.
Definimos a distribuicao de possibilidade conjunta Jy através da seguinte fungao de
pertinéncia [6]
Al(aj1) N AQ(])Q), se (w1,x2) epP

0 , caso contrario

Jo(z1,22) = { (2.7)

onde

P = U Pi(a) com P'(a)={(z1,22):x; € R, e x3_; € L(z;,0)}.
a€(0,1]

2
=1

A defini¢ao a seguir, é uma generalizagao do principio de extensao de Zadeh [10], que
tem como objetivo estender fungoes reais para o dominio fuzzy.

Definicao 2.1. [7] Sejam J € F(R™) uma distribui¢cao de possibilidade conjunta de
A, .., Ay €Rr e f:R" = R. A extensao sup-J da funcao f aplicada em (Ay,..., A,) €
definida por
fr(AL, .. An)(y) = sup J(x1,y ey Tp),
(@1, mn)Ef M (Y)

sendo f~1(y) = {(z1,...,2n) ER™: f(21,...,20) = y}.
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Através da Definicao 2.1, é possivel obter uma aritmética entre niimeros fuzzy intera-
tivos. Por exemplo, podemos definir a soma interativa entre A; e Ay do seguinte modo:
(A1 +5 A9)(y) = sup J(x1,x2), em que f(x1,x2) = x1 + x2 e J é uma distribuicao de

T1t+x2=Y
possibilidade conjunta de A; e As arbitréria.

O método proposto em [9] considera conjuntas entre ntmeros fuzzy transladados, a
fim de obter um controle em relagao ao didmetro das solugdes numéricas. O conceito
de translagdo de numero fuzzy foi introduzido por Sussner et al. [8]. O nimero fuzzy A
transladado por ¢ € R, é o conjunto fuzzy A definido por A(z) = A(x + ¢), Vz € R [8].

Aqui, utilizamos esse mesmo conceito apresentado em [8]. As notagoes +qg e % re-
presentam a soma e produto interativos, através da conjunta Jy, respectivamente. Na
préxima segao fornecemos a solu¢ao numérica para (1.1) obtida por esse método.

3 Solucao Numérica para PVIF com Parametro Fuzzy In-
terativo

A solucao numérica proposta por esse método é dada por

{skﬂ = SF o (=h)(B *o (S* o I*))

IFE = TF 4o (B %o (S* o IF)) ’ (3:8)

com condigOes iniciais Sy e Iy reais e parametro 8 dado por nimero fuzzy interativo.

E interessante notar que, como S € Rx, o método de Euler adaptado produz a partir
da primeira iteracdo nimeros fuzzy interativos S* e I*, para k > 1.

A Figura 1 representa graficamente as solugdes numéricas dadas em (3.8).

©

Populacao
($)

0 0.5 1 1.5 2 2.5
Tempo

Figura 1: Solugdo numérica (3.8) para o sistema (1.1). Os parémetros utilizados foram Sy = 9,
Iy =1,8=1(0;0,25;0,5) e h =0, 1. Ascurvas em tom de cinza representam os a-niveis das solugoes
numéricas. Os extremos dos a-niveis, com « variando de 0 a 1, sao representadas respectivamente
pelas curvas na escala cinza, variando de branco a preto.

Na Figura 1 é possivel perceber que o didmetro da solu¢do numérica (3.8), para as
populacoes de suscetiveis e infectados oscila no inicio das simulagoes (ver Figura 2), onde
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o diametro em cada iteracao k é calculado por diamy(S*) = S{f — S(’)“_, para a populagao
de suscetiveis e diamy(I*) = Ié“+ — I('fi, para a populacao de infectados. Vale ressaltar
que na Figura 2 é mostrado apenas o didmetro da populagdo de infectados, isso porque
para a populagao de suscetiveis o didmetro é exatamente o mesmo, em cada iteracao.

1
o
£ 0.5- .
©
[m)]

O | | | | I |

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

Tempo
Figura 2: Didmetro da solugao numérica (3.8) para a populagao de infectados.

O comportamento das populacées S e I, apontados na Figura 1, se da pelo tipo
de interatividade entre —h(B o (S¥ %o I¥)) e S*, e h(B %o (S* %0 I*)) e I*. Em [2] ¢
apresentado um estudo considerando intervalos negativamente correlacionados. Para o
caso intervalar, a soma resulta ora em intervalo (quando o mesmo intervalo é somado uma
quantidade fmpar de vezes), ora em um ndimero real (quando é somado uma quantidade
par de vezes). Do ponto de vista do didmetro, também teriamos um comportamento
oscilatorio, apontando que no inicio das simulacoes os ntmeros fuzzy envolvidos sofrem
um efeito parecido, o que indica que a interatividade assumida assemelha-se a correlagao
negativa entre os ntmeros fuzzy.

Esse comportamento nao se mantém até o fim da simulagao. Apds o tempot =1 o
didmetro deixa de oscilar e comeca a decair até assumir valores iguais a 0, como pode-se
notar na Figura 2. Isso nos diz que ao longo do tempo a solugdo numérica (3.8) passa a
ter um comportamento de uma curva deterministica. Esse fato estd associado a escolha
da conjunta Jy utilizada para estender as operacoes aritméticas segundo o principio de
extensao sup-J.

4 Conclusoes

Nesse artigo consideramos um modelo epidemioldgico do tipo SI considerando condicoes
iniciais reais e parametro de infeccdo dado por um numero fuzzy interativo. Apresenta-
mos uma solu¢do numérica baseada no método proposto em [9], que consiste em utilizar
o método de Euler com operacoes adaptadas para niimeros fuzzy interativos.

Fizemos uma breve andlise do diametro das solucoes produzidas por esse método.
Constatamos que o diametro da solucao oscila no inicio da simulagao. Esse comportamento
ocorre devido ao tipo de interatividade (similar a correla¢ao completamente negativa como
observado em [2]) presente entre os numeros fuzzy envolvidos. Ao longo do tempo o
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diametro da solugao se estabiliza e decresce até atingir tamanho igual a 0. Desse modo, ao
fim da simulacao a solucao numérica fuzzy apresenta uma comportamento de uma curva
deterministica.

Vale ressaltar que, modelamos o parametro § através de um numero fuzzy triangular,
no entanto, poderiamos ter tomado numeros fuzzy de outra forma, trapezoidal ou gaus-
siano, por exemplo, ja que a distribuicao Jy pode ser aplicada para quaisquer tipos de
nimeros fuzzy.
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