
Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied

Mathematics
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Resumo. Neste trabalho é apresentada uma primeira tentativa de um modelo obtido no
estudo da dinâmica de propagação de HIV e posterior AIDS. Assim é exposta uma variante
ao modelo básico de Anderson & Medley, 1986 [1], com o intuito de fazer o modelo antigo,
mais realista e adaptável às condições e ferramentas atuais. Resumidamente é utilizado um
modelo de Equações diferencias Ordinarias, analisadas algumas hipóteses adicionais às do
modelo básico, calculada a taxa básica de reprodução da doença, os pontos de equiĺıbrio
e mostradas algumas simulações numéricas das variantes sem e com Superinfecção na po-
pulação de pessoas que vivem com AIDS. Palavras-chave. Taxa básica de Reprodução da
doença, Taxa de contagio.

1 Introdução

Modelo Básico de Anderson & Medley

Primeiramente é exposto o modelo básico de propagação do v́ırus HIV e posterior
AIDS em população homossexual, pesquisado por Anderson & Medley em 1986 [1], com
o intuito de estabelecer uma base para nosso modelo modificado. Este modelo básico
considera a população de estudo dividida em 4 compartimentos: Suscet́ıveis X(t), Infec-
tados Y (t), Pessoas com AIDS A(t) (que desenvolvem AIDS e manifestam os sintomas) e
Soropositivos Z(t) (portadores do v́ırus, mas considerados não infecciosos).

As hipóteses de simplificação do modelo básico são: a) Imigração constante dos Sus-
cet́ıveis e mortalidade natural em todos os compartimentos, notando que no caso das
pessoas com AIDS é levada em conta uma taxa de mortalidade adicional por causa da
doença; b) Os Suscet́ıveis ficam Infectados devido a relações sexuais com pessoas infecta-
das; c) As pessoas que vivem com AIDS não são consideradas na dinâmica, de maneira
que não geram novos casos de infecção; d) Os Infectados são infecciosos por um peŕıodo
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de tempo, após uma proporção desenvolve AIDS, no entanto a fração restante é Soroposi-
tiva não infecciosa, (Soropositivos não ativos sexualmente). Os parâmetros utilizados na
modelagem são explicados na tabela 1.

Tabela 1: Parâmetros do modelo de Anderson & Medley.

Parâmetros Descrição

B Taxa de recrutamento

µ Taxa de mortalidade natural

d Taxa de mortalidade induzida pela doença

λ Probabilidade de adquirir a infecção

β Taxa de contágio

c Número de parceiros sexuais

p Proporção que desenvolvem AIDS

v Taxa de conversão de infecciosos para Pessoas com AIDS,

Desta maneira o fluxograma e o sistema de equações ordinárias que governam a
dinâmica da propagação, são mostrados na figura 1.
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Figura 1: Fluxograma e Sistema de Equações do Modelo de Anderson & Medley

Justificativa da variante

A seguir são apresentadas algumas posśıveis desvantagens do modelo básico de Ander-
son & Medley, as quais justificam a criação de nosso modelo variante:

• O modelo básico não considera que os Soropositivos (isolados) desenvolvam AIDS
após um peŕıodo de tempo, pois é posśıvel prolongar a sobrevida do paciente medi-
ante tratamento com retrovirais, porem a longo prazo o Soropositivo pode desenvol-
ver os sintomas.
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• O modelo básico não considera probabilidades de desenvolver AIDS nos diferentes
compartimentos dos Infectados.

• O modelo básico não estabelece a diferença entre os diferentes tipos de Infectados;
aqueles que propagam a doença por ignorância e aqueles que são conscientes da
portagem do v́ırus.

• Considera aumento da população de infecciosos apenas pelas relações sexuais entre
Suscet́ıveis e Infectados, assim assume-se que as pessoas que apresentam os sintomas
da AIDS (Infectados e sintomáticos) contribuem com a infecção, pois na maioria
dos casos estas pessoas são muito doentes para manter relações sexuais, ou eles
mantêm relações sexuais protegidas, desta maneira não contribuem com novos casos
de infecção.

Considerando estes aspectos, é feita uma variante ao modelo com o intuito de que o
novo modelo seja mais realista e adaptável às condições e ferramentas atuais.

2 Modelo de HIV e posterior AIDS

Em nossa variante, consideramos a população de estudo dividida em 5 compartimen-
tos: S(t) Suscet́ıveis, I(t) Infectados, Z1(t) Soropositivos Inconscientes portadores do
v́ırus, Z2(t) Soropositivos Conscientes (portadores do v́ırus que não geram novos casos
de infecção) e A(t) pessoas que vivem com AIDS (Sintomáticos). A propagação do v́ırus
acontece por relações sexuais com Soropositivos Inconscientes e Infectados em geral.

As hipóteses de simplificação utilizadas na modelagem da variante são:

H1 Nascimentos considerados apenas no grupo de pessoas Suscet́ıveis.

H2 Mortalidade natural em todas as populações, notando que na população de pessoas
que vivem com AIDS tem mortalidade adicional a causa da doença. As pessoas que
vivem com AIDS são consideradas sexualmente não ativas.

H3 Infectados surgem de encontros sexuais entre pessoas Suscet́ıveis e Infectados, e
também de Suscet́ıveis com Soropositivos Inconscientes em diferentes taxas de in-
fecção segundo o status. Além disso, é levado em conta o número de parceiros sexuais
em cada caso.

H4 Soropositivos em geral, desenvolvem AIDS em diferentes probabilidades, notando
que os Soropositivos Conscientes são considerados sexualmente não ativos.

No sistema da figura 1 N = S(t) + I(t) + Z1(t) + Z2(t) + A(t) , λ1 = β1c1I
N

e λ2 = β2c2Z1

N

são forças de contágio por contato sexual entre Suscet́ıveis com Infectados e Soropositi-
vos Inconscientes com Infectados respectivamente, c1, c2 os número de parceiros sexuais e
β1, β2 as taxas de contágio em cada caso.
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Tabela 2: Parâmetros da variante proposta.

Parâmetros Descrição

B Taxa de natalidade na população S

µ Taxa de mortalidade natural

d Taxa de mortalidade induzida pela doença

q Proporção de Infectados inconscientes

v Taxa de conversão de infecciosos para Soropositivos

θ Taxa de conversão de Inconscientes para Conscientes

βi Taxa de contágio, i = 1, 2.

ci Número de parceiros sexuais, i = 1, 2.

δj Probabilidade de desenvolver AIDS, j = 1, 2.
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Figura 2: Fluxograma e Sistema de Equações do modelo variante.

Note que nesta variante existem dois momentos de infecção, enquanto que no primeiro mo-
delo existe um só. Os parâmetros utilizados são apresentados na tabela 2, o fluxograma e
o sistema de equações do modelo variante é apresentado na figura 2.

Com s = S
N
, i = I

N
, z1 = Z1

N
, z2 = Z2

N
, a = A

N
temos s(t)+i(t)+z1(t)+z2(t)+a(t) = 1

e nas equações do sistema da figura 2, obtemos:

ṡ = B − β1c1is− β2c2z1s− µs (1)

i̇ = β1c1is+ β2c2z1s− (v + µ)i (2)

ż1 = qvi− (θ + δ1 + µ)z1 (3)

ż2 = (1− q)vi+ θz1 − (δ2 + µ)z2 (4)

ȧ = δ1z1 + δ2z2 − (d+ µ)A (5)
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O método de Próxima Geração apresentado no trabalho de Van den Driessche, [5],
permite calcular a taxa básica de reprodução, R0, definido como o número de infecções
secundarias produzidas por uma pessoa infectada na população de Suscet́ıveis, dado por:

R0 =
β1c1

µ+ v
+

qvβ2c2

(µ+ v) (δ1 + θ + µ)
.

Os pontos de equiĺıbrio do sistema acima são: o ponto livre da doença E0 = {B
µ
, 0, 0, 0, 0},

e o equiĺıbrio endêmico E∗ = {s∗, i∗, z1∗, z2∗, a∗} onde:

s∗ =
(µ+ v) (δ1 + θ + µ)

β1c1 (δ1 + θ + µ) + β2c2qv
i∗ =

β2Bc2qv − (δ1 + θ + µ) (µ(µ+ v)− β1Bc1)

(µ+ v) (β1c1 (δ1 + θ + µ) + β2c2qv)

z1∗ =
qv

δ1 + θ + µ
i∗ z2∗ =

v (θ + µ− δ1(q − 1)− µq)

(δ2 + µ) (δ1 + θ + µ)
i∗

a∗ =
v (δ2(θ + µ− µq) + δ1 (δ2 + µq))

(d+ µ) (δ2 + µ) (δ1 + θ + µ)
i∗

3 Modelo de HIV e posterior AIDS considerando Superin-

fecção na população de pessoas que vivem com AIDS

A seguir é apresentada a variante com Superinfecção na população de pessoas que vi-
vem com AIDS, isto é considerar contágio entre pessoas Soropositivas Inconscientes. Neste
caso deve ser acrescentada a hipótese de simplificação “[H5] O contato de Soroposositivos
Inconscientes com pessoas do mesmo tipo aumenta a população de pessoas que vivem com
AIDS, devido principalmente por causa da Superinfecção”, assim para a nova força de
contágio define-se λ3 = β3c3

Z1
N
. O fluxograma4 e o sistema de equações correspondente é

apresentado na figura 3.

Simulação Computacional

Com os modelos propostos e considerando a taxa de nascimentos igual à taxa de mor-
talidade, obtemos as simulações mostradas na Figura 4, para estas temos como populações
iniciais S(0) = 0.9995, I(0) = 0.0005, Z1(0) = 0, Z2(0) = 0, A(0) = 0. No item (a) temos
o modelo sem Superinfecção como os parâmetros mostrados na tabela 3, no item (b) o
modelo com Superinfeccção acrescentando β3 = 0.09 e c3 = 1 e finalmente no item (c) o
modelo sem Superinfecção modificando β1 = 0.25 e c1 = 5.

4Note que na figura 3 existem linhas de fluxo tracejadas, isto é para dar a entender que o fluxo vai
acrescentar a população de destino e não vai diminuir a população de origem. Assim na terceira equação dos
Soropositivos Inconscientes (Z1) não é considerada diminuição por λ2 e λ3, mas é considerado o aumento
nas populações dos Infectados (I) e de pessoas com AIDS (A) respectivamente.
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Figura 3: Fluxograma e Sistema de Equações do modelo variante com Superinfecção.

Tabela 3: Valores numéricos para o modelo com e sem Superinfecção.

Sem Superinfecção, (a) Com Superinfecção, (b) Sem Superinfecção, (c)

Parâmetro Valor Fonte Valor Valor

β1 0.18 [4] 0.18 0.25

β2 0.09 estimado 0.09 0.09

β3 - - 0.50 -

c1 3.00 [4] 3.00 5.00

c2 1.00 [4] 3.00 1.00

c3 - - 2.00 -

µ 0.03 [4] 0.03 0.03

B 0.03 [3] 0.04 0.03

θ 0.25 [2] 0.25 0.25

v 0.20 [1] 0.20 0.20

δ1 0.45 [4] 0.45 0.45

δ2 0.05 estimado 0.05 0.05

d 0.40 [1] 0.40 0.40

q 0.30 [1] 0.30 0.30
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Figura 4: Simulações Numéricas
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4 Discussão

O modelo proposto é muito senśıvel a mudanças no parâmetro β1, alterando conside-
ravelmente o número de Infectados e Sucet́ıveis, como pode ser verificado no item (c) da
figura 4. Assim, inicialmente, no caso de quer controlar a força de contágio será necessário
diminuir o parâmetro β1. Por outro lado, em relação aos modelos com e sem Superin-
fecção, estes não possuem uma diferença na resposta para os parâmetros apresentados na
tabela 3, esse comportamento pode ser observado nos gráficos (a) e (b) da figura 4.

5 Conclusões

Fizemos simulações numéricas com valores distintos aos mencionados nas principais re-
ferências citadas acima, colocamos a simulação padrão utilizando os valores mencionados
nas pesquisas e consideramos Superinfecção mudando os parâmetros β1 e c1. Com isso foi
posśıvel concluir inicialmente que ditos parâmetros são os mais senśıveis do modelo para
o grupo de testes realizados, além disso note que β1 e c1 são os principais parâmetros no
cálculo da taxa básica de reprodução da doença, porém isso será justificado em um futuro
trabalho realizando análise de sensibilidade. O modelo apresentado sem Superinfecção é
suficiente para representar de forma geral a dinâmica para as hipóteses propostas pois,
o modelo com Superinfecção acrescenta uma complexidade maior no cálculo e apresenta
uma resposta semelhante ao modelo sem Superinfecção. Em trabalhos futuros podem ser
melhoradas as hipóteses adicionando por exemplo, parâmetros relacionados com o status
social, sexo etc.
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