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Resumo. Seja R (m) um [2™;m + 1; Qm’l]H cédigo binédrio de Reed-Muller e S (m) um
(2™ — 1;m; 2™, cédigo bindrio simplex. Neste trabalho classificaremos as métricas de
blocos ordenados, introduzidas por Alves, Panek e Firer em 2008 [1], que tornam os cédigos
bindrios de Reed-Muller e simplex cédigos 1-perfeitos.
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1 Introducao

Seja [n] :={1,2,...,n} um conjunto com n elementos e seja < uma relagao de ordem
sobre [n]. O par P := ([n], <) serd chamado de conjunto ordenado ou simplesmente de
ordem. Diremos que k é menor do que j se k < j e k # j. Um ideal em P é um
subconjunto I C [n] que contém todos os elementos que sdo menores ou iguais a algum
dos seus elementos, isto é, se j € [ e k < j entao k € I. Dado um subconjuto X C [n],
denotaremos por (X) o menor ideal contendo X, chamado de ideal gerado por X. Se
X = {i}, entdo escreveremos (i).

Agora seja

m:[n] >N (1)

uma aplicacao tal que 7 (i) > 0 para todo i € [n]. Chamaremos a aplicacao 7 de rétulo
sobre [n]. Se k; := m (i), definimos V; como sendo o espago vetorial V; = FFi de todas as
k;-uplas sobre o corpo finito F; e V' como sendo a soma direta dos espacgos V;:

V=Viehse.. oV, (2)

Podemos identificar V' com o espago Fév ,onde N = ki + ko + ...+ k,. Cada vetor de V'
pode ser escrito de forma tnica como

v=v1+v2+...+v, (3)

com v; € V;, para cada 1 <17 < n.
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Dada uma ordem P = ([n],<)ev =wv; +v2+...+v, € V, 0 m-suporte de v é o
conjunto

supp (v) :=={i € [n] : v; # 0} . (4)

Definimos o (P, 7)-peso de v como sendo a cardinalidade do ideal gerado por supp(v):

w(pm) (v) = [(supp (v))], (5)

onde | X | denota a cardinalidade do conjunto finito X. Se u e v sdo vetores de Fév , entao
a (P, 7)-distancia entre u e v é definida por

d(PJI') (.%', y) = W(pr) (CL‘ - y) : (6)

O conjunto
B(pr (u;r) = {U eV idipn (u,v) < r} (7)

é a bola de centro u e raio r. E possivel mostrar que o nimero de elementos em uma bola
nao depende do seu centro.
Um [N sk d P77r):| codigo linear é um subespago k-dimensional C do espaco Fév onde

d(px) = min {d(pm) (c,d):c# eC} (8)

é a (P, m)-distancia minima do cédigo C.

A (P, m)-distancia (ver [1]) é uma métrica sobre V' que combina e estende a métrica
ordenada, proposta por Brualdi, Graves e Lawrence em [2] e, a métrica de blocos, introdu-
zida por Feng, Xu e Hickernell em [3]. Chamaremos o espaco (V,d(p)) de espago métrico
de blocos ordenados. Quando o rétulo m satisfaz m (i) = 1, para todo i € [n], a (P, m)-
distancia coincide com a métrica ordenada dp proposta por Brualdi et al. Quando P é
a ordem anticadeia (elementos distintos ndo sdo comparaveis entre si), a (P, 7)-distancia
coincide com a métrica de blocos d, proposta por Feng et al. No caso em que ambas as
condigoes ocorrem (7 (i) = 1 para todo i € [n] e P é a ordem anticadeia), a métrica de
blocos ordenados se reduz a usual métrica de Hamming dg. Neste caso usaremos o indice
H para denotar a métrica de Hamming dy, os parametros de um cédigo linear, [n; k; dp| 5,
e o suporte suppp (u) = {i : u; # 0} de um vetor u = (uy,ug,...,uy) € ]Fév.

2 C(Coddigos Perfeitos em Espacos de Blocos Ordenados

Seja d uma métrica sobre V' e C' um subconjunto de V. O raio de empacotamento
R4 (C) de C é o maior inteiro positivo r tal que quaisquer duas bolas de raio r centradas
em elementos distintos de C' sao disjuntas. Diremos que um cédigo C é Ry (C)-perfeito
se a uniao das bolas de raio Ry (C) centradas nos elementos de C' cobrem todo o espaco
V. Neste trabalho classificaremos as métricas de blocos ordenados que tornam os cédigos
binarios de Reed-Muller e simplex cédigos 1-perfeitos.

Seja C um [N; k] cédigo linear e 1 < r < N — k. Comegaremos exibindo uma familia
de métricas de blocos ordenados que tornam C' um cédigo r-perfeito.
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Considere uma particao [N] = AU B com |[A] = N — k e |B| = k. Agora considere
uma particao de [N] que refina A U B, particionando A em r partes, 1 <r < N — k, isto

3

¢,
[N}:A1U...UATUBT+1U...UBn (9)
com
A=A1U...UA. e B=B,;1U...UB,. (10)
Seja II = {A1,..., A4, Brt1,..., By} o conjunto dos blocos e P = ([n], <) uma estrutura
de ordem em II tal que
A; < Bjparatodoi=1,2,...,rej=r+1,...,n. (11)

SejaV =V1@&Va®...®V, o espago dos blocos ordenados munido com a métrica d(p)-
Em [5] estabelecemos o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Seja C um [N; k] cédigo linear e B um conjunto de informacgoes de C.
Entao a estrutura de blocos ordenados (P,1I) sobre V. =V @& Vo & ... ® V,, torna C um
codigo r-perfeito.

O proéximo resultado, elementar, serd utilizado na préxima secao. Seja I (TP ) © conjunto
de todos os ideais de cardinalidade r em P.

Proposigao 2.1. Se I(p, ) = {I} ei€ I, entdo i < j para todo j € P\I.

Encerramos esta secao apresentando uma condicao necessaria para o empacotamento
de esferas (ver [5]).

Proposicao 2.2. Seja I(IPF) = {{i1}, {ia}, ..., {ir}} e ki, = 7 (i;) para cada 1 < j <.
Se C' € um [N; k| cédigo bindrio linear 1-perfeito, entao

okin oy ok = oNTF 1 4 g, (12)

3 Cobdigos Binarios de Reed-Muller

Seja R (m) um [2’”; m+ 1; 2m_1] 7 c6digo bindrio de Reed-Muller (para maiores deta-
lhes ver, [4]). Sabe-se que 1 € R (m) e todos os vetores de R (m), exceto as palavras-codigo
0e 1, tém peso 2™~ 1. Aqui 0 e 1 denotam o vetor nulo e a palavra (1,1,...,1) respecti-
vamente.

Comegamos descrevendo todas as possiveis estruturas de blocos ordenados que tornam
R (m) um cédigo 1-perfeito. O primeiro passo é estabelecer para quais casos valem a
condicao de empacotamento:

Lema 3.1. Sejam m > 3 e 1 <r < 2™. Nao existem inteiros positivos ki, ks, ..., k, tal
que k1 + ...+ k.- <2™ e

okt poke ok =02 Tlmm g 4 (13)

Ser =1, entio k =2™ —1—m € a unica solugdo para (13).
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Demonstragcao. Dividiremos a prova da primeira parte do lema em trés casos: o caso em
que 2" —1—m < k; < 2™, 0casoem que m+ 2 < k; < 2™ —1 —m; e 0 caso em que
1<k <m+2.

(1° caso): Se 2™ — 1 —m < k; < 2™ — 1 para algum 1 < i < r, entdo

ok pokz ok 5 92W—lmm o 90y 90 (14)
92" —lmm e 1, (15)
donde segue o resultado.

(2° caso): Suponha agora que m + 2 < k; < 2™ — 1 — m para todo 1 < i < r. Entao
k1 =2" —1—m para algum 2 <[ < 2™ —2m — 2, e como kj + ...+ k, < 2™, segue que
ko +ks...+ k- <m+1I. Dai que

okt pok2 ok < gk g ghetthe (16)
< ¥ilmmoy oml (17)
Comol < 2™—2m—2, entao 2™ —m—1 > m+1+I(, o que implica que 2" —m—14+1—2 > m—+

14-21—2. Daf que 2!7222"—m=1 5 9m+2I=1 {onde segue que (2!71—1)22"—m~1 5 gm+2—-1,
Esta ultima desigualdade assegura que

271 1) _om
( = )22 —m—1 > 2m+l' (18)
Consequentemente,
22m7m71 m
21_1 _|_2m+l < 22 —m—l’ (19)
ou seja,
22m—m—l +2m+l < 22m—m—1' (20)
De (17) concluimos que
okt yok2 | qookr < 92 lmm g omil o2 emel g g (21)

(3° caso): Assuma agora que 1 < k; < m + 2. Entao

okt pok2 4 ok < gmA2, < gmA2gm _ 92mt2 (22)

Note agora que 2m+2 < 2™ —m—1, ja que 2™ > 3m+3 se m > 3. Logo 22712 < 922" —m~1,
e portanto

okt pokx 4 qogkr < 92mH2 92" mmel 4y (23)

E claro que se 7 = 1, entdo k = 2 — 1 — m é a tnica solucao de (13). O

Teorema 3.1. Seja m > 3, m um rétulo sobre [n] tal que
T()+7(2)+...+7(n)=2" (24)

eV=VoVoe...eV, comV isomorfo a Fg(j) para todo j € [n]. Entdo uma ordem
P = ([n],<) torna o cddigo bindrio de Reed-Muller R (m) um cddigo 1-perfeito se, e
somente se,
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() T (P) = {11}
(13) w(i) =2" —1—m;
(7i1) V= Vid..oVi1d ‘71 DVip1D...0V, éum conjunto de informagoes para R (m).

Demonstragao. (<) Seja V; como acima e suponha que V é um conjunto de informacgoes
para R (m). A Proposicao 2.1 assegura que i < j para todo j € [n]\ {i}, j& que I(IP’W) =
{{i}}. Segue agora do Teorema 2.1 que R (m) é um cédigo 1-perfeito.

(=) Assuma que (P, 7) é uma estrutura de blocos ponderados que tornam R (m) um
cédigo 1-perfeito. Se existe um ideal minimal {i} € I (1P77r) tal que o correspondente bloco
¢é de dimensao k; > 2™ — 1 — m, entao

|Bipm (0;1)| > 1+ (2’% — 1) _ oki 5 92" —1-m (25)

e, consequentemente, R (m) nao pode ser 1-perfeito, ja que R (m) contém 2™*! palavras-
cédigo comprimento 2™ e 2ki . 2L > 92"

Suponha agora que )I (1P77r)’ =r. Sejam ki, ko, ..., k, as correspondentes dimensoes dos
blocos rotulados pelos elementos do conjunto [ (IPJ). Como o codigo é 1-perfeito, temos da
Proposicao 2.2 que

okt ok =¥ M gy (26)

Se m > 3, segue do Lema 3.1 que a equagao em (26) s6 admitird solugdo se r = 1. Para
r = 1 a tnica solucao é k; = 2™ — 1 —m. O caso m = 3 ¢é descartado em [1] (Theorem
3.3).

Como k; = 2™ — 1 — m, concluimos que V; nao pode conter nenhuma palavra-cédigo
¢ € R (m), caso contrario d(p ) (0,c) = 1. Portanto V é um conjunto de informacoes para
R (m). O

Agoraseja S (m) um [2’" —1;m; 2m_1]  ¢6digo bindrio simplex (para maiores detalhes
ver, [4]). Sabe-se que todos os vetores nao nulos de R (m) tém peso constante igual a 2™~
Considerando o fato de que N — k é igual para ambos os cédigos R (m) e S (m),

N-—k=2"—1-m, (27)

e que os argumentos do Lema 3.1 e do Teorema 3.1 dependem somente de N — k e do fato
de que k1 + ...+ k, < 2™, obtemos que:

Corolario 3.1. Seja m > 3, m um rétulo sobre [n] tal que
T()+72)+...+7(n)=2" -1 (28)
eV=VoVhod...eV, comV; isomorfo a Fg(j) para todo j € [n]. Entdo uma ordem

P = ([n], <) torna o cddigo bindrio simplex S (m) um cddigo 1-perfeito se, e somente se,
as condigcoes (i), (ii) e (iit) do Teorema 3.1 sdo satisfeitas.

DOI: 10.5540/03.2018.006.02.0264 010264-5 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.02.0264

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

4 Conclusoes

Em [5] os autores apresentam uma classificagdo parcial das estruturas de blocos orde-
nados que tornam o cédigo bindrio de Hamming estendido H (m) um cédigo 1-perfeito:
sao classificadas apenas as estruturas de blocos ordenados tal que se

I(lP,w) ={{1h{2}.... . {s}}. (29)

entao
> (5) > () <3o>

onde
ip=min{i:1<i<sek;=mn(i)>3}. (31)

Neste trabalho descrevemos todas as estruturas de blocos ordenados que tornam o
c6digo bindrio de Reed-Muller 1-perfeito. Como é bem conhecido na literatura especiali-
zada que o cédigo bindrio de Reed-Muller é o dual do cédigo binario de Hamming estendido
H (m), podemos considerar o seguinte problema: é possivel descrever todas as estruturas
de blocos ordenados que tornam H (m) perfeito a apartir das estruturas de blocos orde-
nados que tornam R (m) perfeito? Ou de forma mais geral: existe uma relagao entre as
estruturas de blocos ordenados que tornam um cédigo perfeito com as que tornam o seu
dual perfeito?

Uma resposta positiva para a questao acima implicard na classificagao completa das
estruturas de blocos ordenados que tornam o cddigo binario de Hamming estendido 1-
perfeito, ja que neste trabalho descrevemos todas as possiveis estruturas que tornam o seu
dual 1-perfeito.
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