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Resumo. Devido aos progressos recentes na manipulacao genética, mosquitos transgénicos
ja podem ser uma alternativa vidvel para se controlar algumas doencas. Este trabalho
apresenta um modelo de reacao-difusao que descreve o comportamento de populagoes de
mosquitos selvagens e transgénicos convivendo em uma mesma area geogréfica, levando
em conta a sua zigosidade. Condigoes de viabilidade sao obtidas pela simulacao e analise
do modelo, resolvido numericamente combinando o método de Runge-Kutta implicito e o
método dos elementos finitos, através da técnica de decomposicao de operadores sequencial.
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1 Introducao

Doengas transmitidas por mosquitos sempre foram motivo de grande preocupacao para
as populacgoes e autoridades governamentais de paises de clima tropical, sobretudo aqueles
com baixo indice de desenvolvimento humano. De acordo com a Organizagdo Mundial
de Saude, 91 paises relataram, em 2016, um total de 216 milhoes de casos de malédria,
resultando em 445 mil mortes no ano [7]. Recentes avancos na manipulagao genética
visam outras maneiras de controlar doencas transmitidas por vetores, juntamente com a
profilaxia e vacinas.

Os mosquitos geneticamente modificados refratarios a malaria foram obtidos primeira-
mente em 2002, utilizando uma técnica desenvolvida por [1]. Os cientistas desenvolveram
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dois tipos diferentes de transgénicos Anopheles stephensi usando o promotor CP (carboxy-
peptidase): um deles expressou o peptideo sintético SM1 (salivary gland and midgut bin-
ding peptide 1) [4] e o outro expressou a enzima PLA2 (fosfolipase A2), presente em veneno
de abelha [6]. Estes novos insetos devem interagir com mosquitos selvagens, acasalando-se
e espalhando o gene que determina a interrupcao do processo de transmissao.

A modelagem da dindmica que rege a interacao entre os mosquitos selvagens e transgénicos
tem sido estudada desde entao. Modelos matematicos e computacionais podem ser en-
contrados na literatura, contemplando versdes mais simplistas e modelos mais complexos,
como os com a distingao de zigozidade nos transgénicos (2,5, 8].

A proposta deste trabalho é investigar a propagacao dos mosquitos transgénicos con-
siderando sua interacao com a espécie selvagem. Para isso, a secao seguinte apresenta
um modelo matematico descrito por um sistema de equacoes diferenciais parciais do tipo
de reagao-difusao, com termos de reagbes nao-lineares. A metodologia utilizada para a
obtencao da solucao numérica consiste na técnica de decomposicao de operadores, onde
o método de Runge-Kutta de quarta ordem é utilizado para o problema dindmico e o
método dos elementos finitos para o problema espacial.

2 Modelo Matematico

O modelo matematico apresentado é baseado na equacgao de Fisher-KPP, considerando
trés variedades de mosquitos: selvagens (u;), transgénicos heterozigotos (u2) e transgénicos
homozigotos (u3). Estas variedades interagem ao longo de uma regiao w = [xg, x|, onde
o e x1, sao as posigoes inicial e final, respectivamente. Esta dinamica se d4 em um inter-
valo de tempo [to,tf], onde ty é o tempo inicial e t¢ o tempo final. O modelo matematico
que avalia essa dinamica espaco-temporal é dado por um sistema de equagoes diferenciais
parciais com a difusao de acordo com a lei classica de Fick e os termos de reacao repre-
sentando a interacao entre as trés variedades consideradas. A fim de obter os termos de
reagao, considera-se a dinamica populacional de mosquitos regida pela equagao logistica
com captura:

dN N

em que N é a populacao total de féemeas adultas, r = € — 1 é a taxa liquida de entrada dos
mosquitos para a fase adulta, sendo € a taxa de entrada e d1 a taxa de mortalidade associada
a causas naturais. Além de 41, hd também uma taxa de mortalidade d9, independente da
densidade, introduzida com a finalidade de levar em consideracao outros fatores indutores
de mortalidade que mantém a populacao estabilizada a um nivel abaixo da capacidade
suporte k. Esta equacao pode ser escrita na forma equivalente:

N ()N =+ e)N = (=~ D) N2 o, (2)

onde § = 61 + d9.
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Assumindo que a populacao total é composta por mosquitos selvagens, transgénicos
heterozigotos e transgénicos homozigotos, tem-se que N = uj + us + ug. Logo:

Al (e V(&) e ,
i\ k ;ul - ;uz ¥

i=1 Wi

O termo quadratico representa o cruzamento entre as variedades dos mosquitos. Cada
uma das trés variedades consideradas também é favorecida pela fertilizacao cruzada, refle-
tindo no termo que representa o recrutamento para a fase adulta, afetando diretamente o

r
nascimento. A mortalidade dependente da densidade (fN ), causada pelo efeito compe-

titivo da espécie, que também afeta as trés variedades de mosquitos, de modo que todos
competirao igualmente pelos mesmos recursos.

Os resultados obtidos do acasalamento entre as variedades ocorre segundo a genética
cldssica mendeliana. Os mosquitos selvagens (u;) sao gerados pelo acasalamento (u; X ug)
na propor¢ao a; = 1, (uj X ug) na proporgao az = 1/2 e (ug X ug) na proporgao az = 1/4;
os mosquitos transgénicos heterozigotos (ug) sdo gerados pelo acasalamento (u; X ug) na
propor¢ao by = 1/2, (u2 X ug) na proporc¢ao bs = 1/2, (ug X uz) na proporgao by = 1/2,
(u1 X ug) na propor¢ao bs = 1; os mosquitos transgénicos heterozigotos (ug) sdo gerados
pelo o acasalamento (uy X ug2) na proporgao cs = 1/4, (ug X ug) na proporgao ¢4 = 1/2 e
(u3 X u3) na propor¢ao cs = 1. Assim, a equagao anterior pode ser escrita como

az?wn:< e
dt 3

”
3 - = (alu% + 2(ag + ba)ugus + . ..
i=1 Wi k

(4)
(ag + bz + c3)u3 + 2(bg + cq)ugus + 2bsuuz + c;,u%) — 5(2?:1 u;)

em que, neste trabalho, a1 =1, a3 +bs =1, a3 +b3+c3=1,by4+c4=1,b5=1,c5 = 1.

Separando os termos que representam as trés variedades distintas da populacao de
mosquitos, pode-se transformar a equacdo acima em um sistema de trés equagoes diferen-
ciais ordindrias, em que cada subpopulacao é regida por uma equacao do tipo logistica
(1). Assim, tem-se o seguinte sistema:

d

5?:<zini)«mm+%wﬂm+%@%wm

dug _ &£ r ((2bguy + baug + 2bgus) ug + 2bsujug) — du (5)
dt_Z?zluik oU1 + b3z 4 U3 ) U2 5ULU3 2

dus (e T (csu3 + (2cqug + csus) ug) — du

at —\Y k)T SR ORI A

Ambas as variedades de mosquitos foram admitidas com a mesma difusividade. Assim,
o modelo matematico que descreve a dinamica espaco-temporal dos mosquitos selvagens
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e transgénicos é dado por:

8ui 32ui
= D —
ot x>

+ Ri(u1,u2, u3), (6)
com condicoes de contorno de Dirichlet dadas por:

u;i(xo,t) = o, ui(xr,t) = UL, (7)

e condicoes iniciais
ui(z, to) = gi(x), (8)

Os termos de reacao R;(ui,ug,uz) correspondem ao lado direito do sistema (5).

3 Procedimento Numeérico

O sistema de equagoes diferenciais que descreve a dinamica espaco-temporal das po-
pulacoes de mosquitos selvagens e transgénicos (5 - 6) é um processo de difusdo-reacao,
cujo termo de reagao é fortemente nao-linear. Para encontrar uma aproximagao numérica
para este problema, utiliza-se uma técnica de decomposicao de operadores, com o objetivo
de dissociar este sistema em outro equivalente, formado por problemas acoplados de menor
complexidade.

Primeiramente, denota-se por 2 = (0, L) o dominio espacial e I = (0,7) o intervalo
de tempo de interesse, sendo 1" > 0 o tempo final. Introduzindo a discretizacao temporal
I =10T] = ijy:o I,,, com I, = [ty,t,+1] uma particdo de I, N = T/At o numero de
particbes e At = t,, 11 — t, um passo de tempo uniforme.

O algoritmo é, entao, descrito pelos os seguintes passos:

Passo 1: Para o instante inicial, ¢t = ty, inicializar as varidveis u;(z, tg) = g;(x), para
cadai=1,2,3.

Passo 2: Para cada n fixo, n > 0, conhecidas as condi¢oes iniciais w;(x,t,), calcular
u;(x,t) no instante t,11 através do seguinte problema:

Problema A: Encontrar w;(x,t) (i = 1,2,3), definido em = € Q e t € I,,, que satisfaca

o subsistema:
din(e,t) Pl )

=D 9
com condicoes de contorno
u;(0,t) = Wio;  wi(L,t) = U, (10)
e condicoes iniciais dadas por
ﬁi(x, tn) = a@(tn) (11)

Passo 3: No mesmo intervalo de tempo, calcular a solugao do sistema de equacoes
nao-lineares acoplados associado ao termo de reacao dado pelo seguinte problema:
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Problema B: Dado a;, b;, ¢;, 1, k, €, encontrar u;(t) (i = 1,2,3), com t € I,,, que satisfaga o
subsistema:
du; B

dt = Rui(u17u2au3)’ (12)

com condicoes iniciais
@(tn) = 11;(56, tn—i—l)a

onde u;(x,t,+1) sdo as solugoes obtidas a partir do Problema A.

Passo 4: A solucdo do Problema B é a solucao aproximada do modelo no instante
tht1 € I, C 1. Se t,+1 < T, incrementa-se n, retorna-se ao passo 2 e repete-se 0 processo
até que a igualdade ocorra.

Para a resolucao do Problema A, utiliza-se uma aproximacao pelo método dos elemen-
tos finitos. Para isso, considere U = {u;(x,t) € HY(Q) | w;(0,t) = w;u;(L,t) = u;p}
e V = H}(Q), o espago de Sobolev e o espaco de Hilbert, respectivamente. O dominio
espacial é discretizado utilizando uma particao de elementos finitos uniforme que consiste
em n. elementos Q., tal que Q = Unei Qe e (e Qe = 0. Nossa escolha é construir
Up = {up(z,t) € C%Q) | up(0) = up(L) = 0,Yu,(Q) € P(Q)} € U e Vj, C V, onde
P(9.) sio os polinémios de Lagrange.

Considere o Problema(Ay): Seja ul(z,t) € Uy, (i = 1,2,3), t € I, tal que:

ou’ oul* ovy,
Lypdx + D L ———drx =0, V V 13
0 8tvhx 0 (93:83;3[: ’ Uh € Vhs (13)

com condicoes iniciais dadas por
’lj?(x, tn) = ai(tn—i-l)' (14)

Para resolver este problema, é necessario um algoritmo transiente para obter a solugao
numérica do problema semi-discreto. Para isso, basta tomar a aproximagao em um instante
: . ~h — N () .h. — S . i
t da seguinte forma: u(z,t) = > ;7 (u;);9;(x) e vp(z,t) = 32,7 ¢;(x) para construir as
funcoes de interpolacao em elementos finitos, respectivamente, onde n, ¢ o nimero total
de graus de liberdade e ¢;(x) sao as funcoes de forma globais. Assim, o problema (Ap)
conduz ao seguinte sistema de equacgoOes diferenciais ordinérias:

np -
du; ~ .
Z [MUCZJ + Kiju} = 0, tel;, 1<i<ny, (15)
j=1
ui(0) = wilx),

em que
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que pode ser escrito na seguinte forma matricial como:
Mu(t) + Ka(t) = 0, (18)
U(tn,) = u(tpyr).

Para resolver numericamente este sistema, basta utilizar o algoritmo transiente, baseado
na familia generalizada dos métodos trapezoidal [3]:

(M + aAtK)u 1 = (M- (1 - a)AtK)u,, (19)

sendo que para o = 0, « = 0,5 ou a = 1 temos, respectivamente, os métodos de Foward
Euler, Crank-Nicolson ou Backward Euler.
Para resolver o Problema B, utiliza-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem.

4 Simulagoes Numéricas

As simulagbes numéricas apresentadas nesta se¢ao foram obtidas adotando-se o método
de Crank-Nicolson (o = 0,5 na Eq. (19)) e um passo de tempo At = 0,05. Utiliza-se os
coeficientes estimados na segao 2, juntamente com aqueles estimados em [8] para Anopheles
darlingi. Adotamos o coeficiente de difusio D = 5 x 10~2km? /més, nos baseando no fato
de que o raio de voo dos mosquitos é pequeno. O espalhamento das populagoes se dara
sobre um dominio © = [0, 10] km.

()
A

()

Figura 1: Populacao de mosquitos selvagens (a), transgénicos heterozigotos (b) e homozi-
gotos (c), com condigdes de contorno nulas e condigoes iniciais (20) e (21).

Foi considerada uma populacao inicial de mosquitos selvagens e transgénicos heterozi-
gotos de mesmo tamanho, concentrada no centro do intervalo de integracao com condigoes
de contorno nulas e condigoes iniciais (20) e (21). Conforme a Figura 1, ao final de 4 meses
de simulacao a populacao ja adquire caracteristicas de estabilidade em suas proporgoes,
atingindo wu(4) = 44,27, ua(4) = 29,50 e uz(4) = 4,90, que correspondem a 56,25% de
mosquitos selvagens e 43, 75% de mosquitos transgénicos (heterozigotos e homozigotos).
Estes valores sao consistentes com o equilibrio de Hardy-Weinberg.

100
z—4,5
(@, 0) = us(a, 0) ={ 10 (sen (v (5245))) s 45<w<ss, (20)

0 caso contrario.

uz(x,0) = 0. (21)
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5 Conclusoes

As técnicas de decomposicao de operadores sequenciais foram utilizadas com sucesso
neste trabalho, permitindo uma modelagem eficaz, no sentido de preservar as nao-linearida-
des que sao caracteristicas de modelos de dinamica populacional. Este modelo, embora
unidimensional, pode fornecer diretrizes sobre qual a forma mais efetiva de se liberar
mosquitos transgénicos em uma regiao, buscando aumentar a propor¢ao de transgénicos
em relacao ao total de mosquitos e, assim, controlar a doenca. Outras condigoes iniciais e
de contorno podem ser facilmente experimentadas.
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