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Resumo. As formulagbes mais usuais do método dos elementos de contorno para resol-
ver problemas advectivos difusivos apresentam dificuldades significativas no tratamento do
termo de transporte, por distintas razoes. Enquanto a formulagao cldssica (MECC), que usa
a solucao fundamental advectivo-difusiva, é limitada para casos de campos de velocidade
varidvel, a formulacdo de dupla reciprocidade (MECDR) apresenta problemas de precisao,
sendo incapaz de produzir resultados satisfatérios, mesmo em problemas com ntimeros Peclét
apenas moderados. Este trabalho aplica a recente técnica de integragao direta regularizada
com fungoes de base radial (MECIDR) para modelar o termo advectivo, que expoe, por sua
vez, uma boa precisao em problemas com efeitos de advecgao significativos em comparagao
com solugoes de analiticas. Tais inferéncias sistémicas sobre o comportamento da formulagao
sao evidenciadas em relagao aos parametros de malha, durante andlises paramétricas com
incremento gradual dos efeitos advectivos.
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1 Introducao

Os modelos advectivo-difusivos estao largamente presentes em problemas de grande
importancia para a engenharia. Neste contexto o tratamento de problemas com efeitos
significativos da advecc¢ao via método de elementos de contorno vem exibindo avangos con-
sistentes. Os estudos mais direcionados iniciaram-se ainda na década de 80 com pesquisas
utilizando a formulagao cldssica do método, tal como em [1]. Esta formulagao cléssica
do MEC responde com solidez a situagoes de forte advecgao, entretanto limita-se a cam-
pos de velocidade constante, por conta da complexidade atrelada a solugao fundamental
demandada, vide [2]. A formulacdo de dupla reciprocidade (MECDR), por sua vez, nao
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encontra-se restrita a campos de velocidade mais simples como demonstrado em [4] no
caso de geometrias simples e com auséncia de quinas, todavia € restrito a baixos nimero
de Peclét, onde o método ja apresenta instabilidades, como pode ser apreciado em [3].
A mais recente formulagdo baseada em integracao direta (MECID), ja apresentou ex-
celentes resultados em problemas de Poisson e Helmholtz, conforme [5], e portanto ha
uma demanda clara por uma investigacdo sequencial de sua performance em problemas
advectivos-difusivos. Neste artigo a formulacao de integracao direta engloba um artificio
matemadtico para o tratamento de singularidade denominado de processo de regularizacao.
O procedimento gerou bons resultados a nivel de estado da arte em problemas relevantes
de engenharia, como consolidado em [6].

2 Formulagao Numérica

A origem matemaética dos problemas advectivo-difusivos pode ser unificada em um
problema mecéanico generalizado pela hipétese do continuo, e portanto sua equacao go-
vernante pode advir dos principios basicos de conservacao de massa, momento linear ou
mesmo conservacao de energia, conforme [12]. A equagao governante adimensional de
energia, equagao (1), é mostrada abaixo para um descrever parcialmente fenémeno con-
vectivo correlato ao campo fisico escalar u em regime permamente, onde escoa um fluido
newtoniano isotrépico de forma incompressivel, com campo de velocidade v; e proprieda-
des termo-fisicas constantes, dissipagao viscosa desprezivel e quando desprezadas as forgas
de campo, em linha com [11].

Oux 1 0%ux .
v*j%—?em j=1,2 (1)
A definigdo do adimensional de Peclét, que governa fisicamente a equagao (1), passa
pela escolha de uma velocidade caracteristica e comprimento caracteristico, além da difu-
sividade térmica do fluido que escoa, em linha com [13]. Por simplicidade, as geometrias
a serem testadas sdo dominio quadrados de arestas unitdrias. Desta forma, seleciona-se
um comprimento caracteristico e difusividade do fluido, ambos unitarios, e determina-se
o calculo da velocidade caracteristica via médulo do vetor velocidade do escoamento.
Uma vez posto de forma consistente o modelo matematico é possivel a apresentacao
da formulagao numérica proposta, baseada na proposta de integragao direta regularizada
(MECIDR). Inicia-se tal apresentacao com a equagao (2), governante do problema em
notacao indicial e com a omissao do adimensional, por simplicidade na exposicao algébrica.
Uyij = Villy; (2)
Multiplica-se ambos os lados na equagao (2) por uma fungao auxiliar conveniente u*,
e integra-se em ambos os lados ao longo do dominio, gerando a sentenca integral forte
correlata ao modelo de governo exposta na equacao (3). A formulacio MECIDR utiliza
a solugdo fundamental do problema de Laplace/Poisson, que pode ser encontrada com
facilidade na literatura intrinseca ao método, tal como em [8] e [10].
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/Quaii(X)U*(gaX)dQ(X):/Ui(X)uvi(X)U*(S’X)dQ(X) (3)

Q

O tratamento da sentenca integral forte dada pela equagao (3), por sua vez, pode ser
dividido em duas etapas. Primeiramente trata-se apenas o lado esquerdo da sentenca,
denominado de lado difusivo (LD). O formato integral inverso correlato a este termo
encontra-se amplamente reportado na literatura, tal como em [9] e posto a seguir.

LD= c(u©)+ [

Em paralelo, o lado direito da equagao (3) é aqui denotado como lado advectivo (LA),
e a forma de seu tratamento constitui a contribuicdo central deste artigo. A aplicacio
da integracao por partes, seguida pela imposicao da hipétese de incompressibilidade do
escoamento e alinhado ao uso conveniente do teorema da divergéncia conduzem a:

u(X)g" (€, X)dl — /F g(X)u* (€, X)dT (4)

LA- / 0i(X )i (X )u(X ) (€, X)dT" / 0 (X)u(X )u,i(€, X)d2 (5)
T Q

A estrutura algébrica da equagao (5) é constituida por uma primeira integral de con-
torno ja manipulada e uma integral de dominio subsequente que demanda tratamento.
Para tanto, apresenta-se abaixo na equagao (6) o processo de regularizagao, no qual soma-
se e subtrai-se simultaneamente um termo de dominio semelhante a integral a ser tratada.

LA:/Fvi(X)ni(X)u(X)u*(f,X)dI’—/Qvi(X)u,f(f,X)u(X)dQ
+ / ui(X)u (€ X)u(€)d  — / 0i(X ), (€, X)u(€)d9 (6)
Q Q

O processo de regularizacao descrito anteriormente tem como foco o tratamento da
singularidade intrinseca a solucao fundamental utilizada, quando h&a coincidéncia entre
o ponto fonte e ponto campo, como exposto de forma concisa em [6]. Evidencia-se o
tratamento da singularidade ao agrupar-se a segunda e terceira integrais da equagao (6).

LA :/vi(X)ni(X)u(X)u*(f,X)dF —
I
/ 0 (X (€, X) [u(X) — u(€)] d2 — / 0 (0w (6, X u(€)dS (7)
Q (9]

A integral resultante formada, posicionada no segundo termo da equagao (7), evidencia
em seu nucleo uma subtracdao entre potencial do ponto fonte £ e o pontencial no ponto
campo interpolante. Portanto, durante a varredura de interpolagao, a coincidéncia entre
estes pontos é automaticamente anulada pelo termo no interior na integral, evitando por-
tanto a singularidade. De fato ha tendéncia a melhora de desempenho da técnica MECID
com a regularizagdo, como bem exposto em [6]. Ao considerar-se agora a equagao (7),
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observa-se a presenca de duas integrais de dominio a serem tratadas. Aquela representada
pelo segundo termo, e que advém da regularizacao, é aproximada com a técnica de inte-
gragao direta (MECID). Nesta técnica, todo o niicleo da integral de dominio é aproximado
por um somatério de fungoes de bases radiais [7], devidamente ponderados por coeficientes
a determinar, conforme estruturado pela equacao (8).

0i(X)u (6 X) [u(X) —u(€)] = a§Fj(X;, X) (8)

Apos a aproximagao por bases radiais é possivel conduzir a primeira integral de dominio
da equagao (7) ao contorno, contanto que conheca-se sua primitiva, através de integragao
por partes e teorema da divergéncia, cujos procedimentos sao mostrados com maior riqueza
de detalhes em [5]. Por fim, a integral de dominio posicionada como terceiro termo da
equagao (7) pode também ser devidamente conduzida ao contorno com os mesmo proce-
dimentos elencados acima. Desta forma, com todas as integrais devidamente conduzidas
ao contorno é possivel unir os tratamento apresentados para os lados difusivo (LD) e
advectivo (LA) no inuito de expor a formulagao integral final, via equagao 9.

c(€u(©) + [

u(X) g (€, X)dT — / ¢(X)u (€, X)dr = (9)
N T

/vz’(X)ni(X)U(X)u*(&X)dFJra?/ni(X)wai(Xj,X)dFJrU(ﬁ)/vz‘(X)m‘(X)u*(&X)dF
r r

r

3 Resultados e Discussoes

No intuito de quantificar o desempenho da formulaggo MECIDR de forma verossimil,
o caso fisico, mostrado na Figura 1 é submetido a trés testes, onde varia-se a quantidade
de pontos internos (P.I) e nimero de elementos no contorno (E.C).

1. Teste de Convergéncia I - E.C Fixado / P.I Varidvel
2. Teste de Convergéncia II - P.I Fixado / E.C Varidvel

3. Analise Paramétrica - E.C Fixado / 3 Niveis de P.I / Pe Varidvel

Também vale salientar algumas diretrizes gerais adotadas na etapa de levantamento
de resultados para garantir a reprodutibilidade dos resultados numéricos aqui exibidos.
Primeiramente sé sdo contabilizados resultados em arestas que possuam valores signifi-
cativos, ou seja, descartam-se arestas com valores de magnitudes respectivamente muito
baixas e muito altas. Esta adogao tem alinhamento com a natureza das funcoes de ba-
ses radiais, que tem dificuldade para interpolar simultaneamente valores com baixa e alta
magnitude [7]. B também importante colocar que os testes de convergéncia I e II citados
a priori utilizam valor unitario do adimensional de Peclét. Por fim, quando necessario os
resultados dos nds imediatamente nas quinas do contorno sao retirados, pois, apresentam
resultado, por vezes, altamente discrepantes em qualquer método numérico. O desempe-
nho da formulagao é quantificado através de uma métrica de erro no vigente trabalho, cuja
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estrutura algébrica consiste na diferenca entre o valor numérico e o valor de referéncia,
ponderado percentualmente pelo préoprio valor analitico nodal. Esta métrica por sua vez
apresenta dificuldades em exibir erros proximos a quinas e também superestima os erros
numéricos quando o valor analitico do né em questao esta préoximo a zero.

O croqui do caso analisado segue abaixo, fisicamente regido pela equacao de governo,
equagao (1). A geometria testada possui formato quadrado e lados unitérios por simplici-
dade. Nas arestas horizontais sdo impostos fluxos nulos. A aresta esquerda tem potencial
nulo prescrito, enquanto na aresta direita o fluxo é prescrito com valor unitario.

oT

—=0
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>
>
—>
>
>
T=0 %alzl
—> on
>
>
>
Q-
V =Vxi T
E:

Figura 1: Croqui do Problema Fisico

A solugao analitica da equagao (1) é dada abaixo pela equagao (10), em termos de
campo potencial e fluxo correlato a direcao x. A discretizacao do problema é bidimensional,
entretanto a solucao analitica recai numa forma unidirecional, uma vez que os fluxos
normais as arestas horizontais sao nulos.

vr v
Ta)= 1 . _ e~ (10)
ve dx ev

Inicia-se a exposicao de resultados com a apresentacao dos testes de convergéncia I e
II, na Figura 2 . O grafico da esquerda traz um refinamento fixo de 80 EC lineares no
contorno, enquanto o grafico a direita considera uma nuvem de pontos internos fixa de
625 P.I. E possivel constatar convergéncia da formulacao proposta via queda monotonica
dos erros tanto em relagao a quantidade de pontos internos quanto na medida que o nivel
de refinamento da malha de contorno é incrementado.

A seguir apresenta-se os resultados para a andlise paramétrica, onde uma malha de
contorno constituida por 320 EC ¢ fixada e simula-se trés niveis distintos de nuvens de
pontos internos a medida que o adimensional de Peclét sofre incrementos graduais.

O grafico da esquerda na figura 3 mostra os resultados de erros médios para o potencial
calculados no contorno, cuja aresta com valores significativos neste problema é represen-
tada pela aresta direita. Este primeiro grafico mostra uma queda consistente nos niveis
de erro a medida que a nuvem de pontos internos é expandida e também exibe resultados
de potencial com erros abaixo de 1% na melhor malha para um ntmero de Peclét com
valor de 30, o que caracteriza um bom desempenho da formulagdo. J4 em relacdo aos
potenciais calculados nos pontos internos, pode-se notar uma mesma influéncia positiva
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Figura 2: Anélises de Convergéncia I e II
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Figura 3: Anédlise Paramétrica - 320 EC

da quantidade de polos internos utilizada no erro, entretanto com erros razoaveis até um
valor de 8 do adimensional de Peclét, com erros ainda menores que 2% para a curva de
malha mais refinada com 625 P.I. Este intervalo mais restrito no intervalo do adimensional
para o qual os erros permanecem mais baixos deve-se a influéncia das arestas com valores
nao-significativos sobre os potenciais numéricos determinados nos pontos internos.

4 Consideracoes Finais

Em linhas gerais a formulagdo proposta baseada em integracao direta regularizada
(MECIDR) apresentou um boa performance em relagao a cldssica formulacao de dupla
reciprocidade como corroborado por [3]. A convergéncia da formulagao apresenta-se con-
sistente em relacdo aos parametros de malha, enquanto o refinamento dos mesmos na
analise paramétrica contribui para uma queda padronizada nos niveis de erro. Ha& in-
dicativos sélidos de que intervalo do adimensional de Peclét no qual os niveis de erro
permanecem abaixo de um valor de referéncia possa ser significativamente ampliado via
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refinamento de malha, entretanto, hd uma demanda por testes mais sistémicos com foco
no balanco entre os parametros de malha, tal como acerca da influéncia do afastamento
dos nds duplos, nos niveis de erros resultantes.
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