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Resumo. Neste trabalho classificaremos as métricas de blocos ordenados, introduzidas
por Alves, Panek e Firer em 2008 [1], que tornam um cédigo de codimensdo m um cédigo
m-perfeito. Mostraremos também que os coédigos MDS sao os tunicos cddigos fortemente
perfeitos em relagao a estrutura de blocos ordenados (P,II) introduzida em [7].
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1 Introducao

Seja [n] :={1,2,...,n} um conjunto com n elementos e seja < uma relacao de ordem
sobre [n]. O par P := ([n], <) serd chamado de conjunto ordenado ou simplesmente de
ordem. Diremos que k é menor do que j, e escreveremos k < j, se k < je k # j. Um ideal
em P é um subconjunto I C [n] que contém todos os elementos que sdo menores ou iguais
a algum dos seus elementos, isto é,se j € [ e k < j entao k € I. Dado um subconjunto
X C [n], denotaremos por (X) o menor ideal contendo X, chamado de ideal gerado por
X. Se X = {i}, entao escreveremos (7).

Agora seja

m:[n] =N (1)

uma aplicacao tal que 7 (i) > 0 para todo i € [n]. Chamaremos a aplicacao 7 de rétulo
sobre [n]. Se k; := m (i), definimos V; como sendo o espago vetorial V; = FFi de todas as
k;-uplas sobre o corpo finito F; e V' como sendo a soma direta dos espacgos V;:

V=VieoVd...aV,. (2)

Podemos identificar V' com o espago F ]qv ,onde N = ki + ko + ...+ k,. Cada vetor de V'
pode ser escrito de forma tnica como

v=v+va+t...+ v, (3)
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com v; € V;, para cada 1 <i < n.
Dada uma ordem P = ([n|,<)ev =v; +v2+ ...+ v, € V, 0 w-suporte de v é o
conjunto

supp (v) := {i € [n] : v; # 0}. (4)

Definimos o (P, 7)-peso de v como sendo a cardinalidade do ideal gerado por supp(v):

wpr (v) = [(supp (v))], (5)

onde | X | denota a cardinalidade do conjunto finito X. Se u e v sdo vetores de F(]IV , entao
a (P, m)-distdncia entre u e v é definida por

d(PJr) (:II, y) = W(pr) (‘T - y) : (6)

O conjunto
Bipmy (u;r) = {U eV idipm (u,v) < r} (7)

é a bola de centro u e raio r. E possivel mostrar que o nimero de elementos em uma bola
nao depende do seu centro.
Um [N; k; d(p’ﬂ.)] cddigo linear é um subespago k-dimensional C' do espaco Fév onde

d(px) = min {d(pﬂr) (c.d):c#d eC} (8)

é a (P, m)-distancia minima do cédigo C.

A (P, r)-distancia, introduzida em [1] por Alves, Panek e Firer, é uma métrica sobre
V' que combina e estende a métrica ordenada, proposta por Brualdi, Graves e Lawrence
em [2], e a métrica de blocos, introduzida por Feng, Xu e Hickernell em [3]. Chamaremos
o espago (V, d(pﬂr)) de espaco métrico de blocos ordenados. Quando o rétulo 7 satisfaz a
condigao 7 (i) = 1 para todo i € [n], a (P, )-distancia coincide com a métrica ordenada
dp proposta por Brualdi et al.. Quando P é a ordem anticadeia (elementos distintos nao
s@o comparaveis entre si), a (P, m)-distancia coincide com a métrica de blocos dr proposta
por Feng et al.. No caso em que ambas as condigées ocorrem (7 (i) = 1 para todo i € [n]
e P é a ordem anticadeia), a métrica de blocos ordenados se reduz a usual métrica de
Hamming dp. Neste caso usaremos o indice H para denotar a métrica de Hamming dy,
os parametros de um cédigo linear [n; k;dy]y e o suporte suppy (u) = {i : u; # 0} de um
vetor u = (uy,ug,...,uy) € Fév.

2 (Coddigos Perfeitos em Espacos de Blocos Ordenados

Seja d uma métrica sobre V e C' um subconjunto de V. O raio de empacotamento
R4 (C) de C é o maior inteiro positivo r tal que quaisquer duas bolas de raio r centradas
em elementos distintos de C' sao disjuntas. Diremos que um cédigo C é Ry (C)-perfeito
se a uniao das bolas de raio R4 (C') centradas nos elementos de C' cobrem todo o espago
V. Neste trabalho classificaremos as métricas de blocos ordenados que tornam m-perfeito
um codigo de codimensao m. Também determinaremos os cédigos fortemente perfeitos
relativos a estrutura de blocos ordenados (P, 1I) introduzida em [7].
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Seja C um [N; k] cddigo linear e 1 < r < N — k. Comegaremos exibindo uma familia
de métricas de blocos ordenados que tornam C' um cédigo r-perfeito.

Considere uma partigdo [N] = AU B com |A| = N — k e |B| = k. Agora considere
uma particdo de [N] que refina A U B, particionando A em r partes, 1 <r < N — k, isto

3

e7
[N}:A1U...UATUBT+1U...UBH (9)
com
A=A1U...UA, e B=B,;1U...UB,. (10)
Seja II = {A1,..., 4y, Brt1,..., By} o conjunto dos blocos e P = ([n], <) uma estrutura
de ordem em II tal que
A; < Bjparatodoi=1,2,....,rej=r+1,...,n. (11)

SejaV=VipVo®...®dV, o espaco dos blocos ordenados munido com a métrica d( PII)-
Em [7] estabelecemos os seguintes resultados:

Teorema 2.1 (Teorema 2.1, [7]). Seja C um [N;k] cddigo linear e B um conjunto de
informagoes de C'. Entao a estrutura de blocos ordenados (P,II) sobre V.= Vi®&Vo®. ..V,
torna C um codigo r-perfeito.

Seja I (P e conjunto de todos os ideais de cardinalidade r em P.

r

Proposicao 2.1 (Proposicao 2.1, [7]). Se 1(px

j € P\I

) = {I} ei € I, entdo i < j para todo

3 C(Cddigos de Codimensao m como m-Perfeitos
Nesta secao classificaremos todas as métricas de blocos ordenados que tornam um
c6digo de codimensao m um coédigo m-perfeito. Comegamos com um resultado auxiliar:

Teorema 3.1. Seja C um [N; N —m] cddigo linear de codimensao m tal que Ry, ., (C) =
m. Entao existe um tnico ideal I € ITp ) e dim (Vi) =1 para todo i € 1.

Demonstracdo. A cada ideal I € IZ?DW) podemos associar ¢ vetores com suporte em I.
Estes vetores, por construgao, estao na bola B(p)(0,m). Sendo assim, se |IE7]3W)\ > 1,

entao
|Bpr) (0;m)] > ¢, (12)
e dai que
C| - [Bpry (0;m)] > ¢V - g™ = ¢", (13)
contrariando a hipétese de que Ry, , (C) = m. Logo |I(77D,7r)| =1.

Seja I € I(’GL;W) o tnico ideal de cardinalidade m em P. Digamos que I = {1,...,m} e
que k; = dim (V1) > 1. Entdo existem ao menos ¢*¥**"~! vetores em B(pﬂr)(O,m), e dai
que

|B(pxy (0;m)| > g™ > g™, (14)
contrariando novamente o fato de que Rq,, , (C) = m. Portanto dim (V;) = 1 para todo
1€ 1. ]
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Agora estamos prontos para descrever todas as estruturas de blocos ordenados que
tornam um cédigo de codimensao m um codigo m-perfeito.

Teorema 3.2. Seja C um [N; N — m] cddigo linear de codimensao m. Entio C é m-
perfeito se, e somente se:

() I = {1}
(i7) dim (V;) =1 para todo i € I;
(791) [N]\I € um conjunto de informagoes de C.

Demonstragao. (<) Suponha que I(Tft,m) = {I}, dim(V;) = 1 para todo i € I e [N]\I é
um conjunto de informagoes de C. A Proposicao 2.1 assegura que ¢ < j para todo i € [ e
para todo j € P\I. O resultado segue do Teorema 2.1.

(=) Suponha agora que C' é m-perfeito. Entao Racp (C) = m e, como consequéncia
do Teorema 3.1, Iy ) = {I} e dim (V;) = 1 para todo i € I. Se existirem palavras-cédigo
c1,¢2 € C com c¢; # cg tal que suppy (¢1 — ¢2) C I, entédo d(p,,,)(cl,@) < |I| =m, o que
implica que

Bpxy (c1;m) N Bipgy (c2;m) # 2, (15)
ou seja, C' nao é m-perfeito, uma contradigao. Logo [N]\I é um conjunto de informagoes
de C. 0

4 Cbdigos Fortemente Perfeitos

Dois cédigos sao ditos equivalentes se um deles difere do outro por uma permutacgao de
coordenadas. Duas estruturas de blocos ordenados (P, 7) e (P',7') sao ditas equivalentes
se existir uma bijecao entre P e P’ que preserva as dimensoes dos blocos.

Se C é Ry, (C)-perfeito e C" é equivalente a C, entdo é verdade que C’ é também
Rg,, (O)-perfeito. Em geral ndo é verdade que se C'é Ry, (C)-perfeito e C” é equivalente a
C, entao C’ é também Rip (C")-perfeito. Diremos que C é Rip (C)-fortemente perfeito
se todo cddigo C’ equivalente a C' é também Rd< P,W)(C’ )-perfeito. De forma equivalente,
C serd Rdw’ﬂ(C)—fortemente perfeito se for Rd(P,m,)(C)—perfeito para toda estrutura de
bloco (P’,7’) equivalente a (P, 7). A nogao de cédigo fortemente perfeito foi introduzida
inicialemnte em [4] com as métricas poset.

Um [N, k] cédigo C é dito MDS (em relacao a métrica de Hamming dp) se

dy(C) =N —k+1. (16)

E bem conhecido na literatura especializada que um [N; k] cédigo C' é MDS se, e somente
se, todo conjunto de k coordenadas é um conjunto de informagoes de C' (Corollary 3,
Chapter 11, [6]). Este fato permite que classifiquemos os c6digos fortemente perfeitos em
relacdo a estrutura de blocos ordenados (P, II) dada em (11):

Teorema 4.1. Seja V munido com a métrica dpy). Um cddigo C € r-fortemente perfeito
em V se, e somente se, C é um codigo MDS.
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Demonstracao. Suponha que C é r-fortemente perfeito com a estrutura de blocos ordena-
dos (P,II) e C’ é um cédigo equivalente a C'. Nao podem existir ¢}, ¢, € C' com ¢} # ¢ tal
que suppy (¢; —c5) € A, pois caso contrério d(p ) (c},c3) < r e C' nao seria r-perfeito.
Isto implica todo conjunto de k coordenadas é um conjunto de informacoes de C, e dai
que C' é um cédigo MDS.

Agora se C é MDS, entao B serd um conjunto de informagoes para todo codigo C’
equivalente a C'. O Teorema 2.1 assegura que C' é r-fortemente perfeito. O

Se C' é um [N; k] cédigo MDS, entao N — k = dg(C) — 1. Segue dos Teoremas 3.2 e
4.1 que:

Corolario 4.1. Seja C um [N; k] cédigo MDS. Entao C é (diy(C) — 1)-fortemente perfeito

dr(C)=1 _ {I} edim (V;) =1 para todo i € I.

se, e somente se, I(PW)

Como os cédigos de Reed-Solomon sao exemplos de cédigos MDS:

Corolario 4.2. Um [q — 1;k] cddigo de Reed-Solomon € (q — k — 1)-fortemente perfeito

se, e somente se, Ig;fr)_l ={I} edim(V;) =1 para todo i € I.

5 Conclusoes
Se C' é um [N; k] cddigo linear, entao
0< Ry, (C)< N~k (17)

E conhecido na teoria dos cédigos sobre as estruturas métricas de ordem (ou seja, quando
a estrutura de blocos ordenados satisfaz a condi¢ao 7 (i) = 1 para todo i) que existem
codigos nos quais nenhuma ordem parcial os torna r-perfeitos se Ry, (C) <r < N —k: se
C é o0 [24;12; 8] cédigo bindrio de Golay, entdo C' nado admite uma estrutura métrica de
ordem que torne C' 5-perfeito (ver [5]).

Diferentemente do que acontece com as estruturas métricas de ordem, dado um [V; k|
codigo C' e um inteiro 1 < r < N —k, sempre existe uma estrutura de blocos ordenados que
torna C r-perfeito (Terema 2.1). O Teorema 3.2 descreve todas as estruturas de blocos
ordenados que tornam um cédigo de codimensdao m em m-perfeito. Considerando essa
classificagao e os resultados em [8], obtemos uma descricdo completa das estruturas de
blocos ordenados que tornam os codigos de Reed-Muller e simplex codigos 1-perfeitos e
(N — k)-perfeitos. Restam ainda as classificagdes para os demais raios de empacotamento
rcoml<r<N-—k.

Referéncias

[1] M. M .S. Alves, L. Panek, M. Firer, Error-block codes and poset metrics, Advances
i Mathematics of Communications, 2:95-111, 2008.

[2] R. Brualdi, J. S. Graves, M. Lawrence, Codes with a poset metric, Discrete Mathe-
matics, 147:57-72, 1995.

DOI: 10.5540/03.2018.006.02.0263 010263-5 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.02.0263

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

[3] K. Feng, L. Xu, F.J. Hickernell, Linear error-block codes, Finite Fields and Their
Applications, 12:638-652, 2006.

[4] J.Y.Hyun, H. K. Kim, The poset structures admitting the extended binary Hamming
code to be a perfect code, Discrete Mathematics, 288:37-47, 2004.

[5] C.Jang, H. K. Kim, D. Y. Oh, Y. Rho, The poset structures admitting the extended
binary Golay code to be a perfect code, Discrete Mathematics, 308:4057-4068, 2008.

[6] F. J. MacWilliams, N. J. A. Sloane, The theory of error-correcting codes, North-
Holland Mathematical Library, 1977.

[7] L. Panek, N. M. P. Panek, Cédigos de Hamming Estendidos como Cédigos Perfeitos,
Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics,
volume 6, nimero 1, 2018. DOI: 10.5540/03.2018.006.01.0347.

[8] L. Panek, N. M. P. Panek, Cédigos de Reed-Muller e Simplex como Cédigos Perfeitos,
to appear.

DOI: 10.5540/03.2018.006.02.0263 010263-6 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.02.0263

