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Resumo. Neste trabalho é desenvolvida uma formulacao hibrida através da Técnica da
Transformada Integral Generalizada (GITT), para solugdo de um problema bidimensional
transiente de dispersao de contaminantes em corpos hidricos. Para tal, é realizada a si-
mulacao do comportamento do langamento instantaneo de um contaminante conservativo
(NaCl) em um trecho do Rio Macaé no Estado do Rio de Janeiro. A equagao, apds aplicados
filtros analiticos para homogeneizar os contornos e melhorar a convergéncia, é transformada
em um sistema acoplado de equagoes diferenciais parciais unidimensionais, que é resolvido
numericamente através de rotinas intrinsecas da plataforma Mathematica. Os resultados sao
comparados com dados experimentais disponiveis, e indicam a viabilidade da solugao deste
problema através da GITT, o que leva a ganhos computacionais importantes, permitindo
sua aplicacdo no problema inverso da identificacao de parametros de dispersdo e do perfil
de velocidades no modelo de transporte 2D, onde é utilizado o método de Monte Carlo via
Cadeias de Markov, e que apresenta resultados satisfatérios.

Palavras-chave. Simulagdo Ambiental, Transporte de Contaminantes, GITT, Problemas
Inversos, Rio Macaé.

1 Introducao

Nas tultimas décadas houve uma crescente preocupacao com o aumento da concen-
tracao de contaminantes em escoamentos naturais, decorrente principalmente do cresci-
mento industrial e populacional desordenado. Na busca por solugoes eficientes, modelos de
transporte de poluentes estao sendo cada vez mais utilizados para previsao e estimativa do
comportamento de plumas de contaminantes em corpos hidricos. Em grande parte desses
modelos a complexidade da geometria do meio pode inviabilizar a aplicacao de técnicas
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de solucao analiticas e/ou numéricas, uma vez que requerem elevado esfor¢o computa-
cional. Neste contexto, na tentativa de combinar a praticidade dos métodos analiticos
com a flexibilidade dos métodos numéricos, destaca-se a técnica da Transformada Integral
Generalizada (GITT), que é um método hibrido, capaz de gerar solu¢oes computacionais
eficientes para diversos problemas a priori nao solucionédveis analiticamente [2].

Neste trabalho apresenta-se a estimacao de parametros dispersivos e do perfil de ve-
locidades via inferéncia Bayesiana e uma solugao hibrida para o caso 2D do transporte
transiente de contaminantes em um trecho do Rio Macaé, localizado no Estado do Rio de
Janeiro. Para o desenvolvimento da solugao da equagao de advecgao-difusao utilizou-se a
GITT e a computacio simbdlica, através da plataforma Wolfram Mathematica® 10.

2 Descricao do Problema e Formulacao Matematica

A regido de estudo compreende um trecho de 25 km situado préximo & Usina Ter-
moelétrica Mério Lago, localizada no municipio de Macaé, RJ. Nos tltimos anos o Rio
Macaé vem sendo deteriorado, tanto na qualidade da agua quanto na destruicao das ma-
tas ciliares. Como consequéncia destas intervengoes destacam-se o assoreamento do rio e
restri¢oes ao uso da dgua para o consumo [1].

Para a simulagao do transporte de contaminantes foi considerado o modelo bidimen-
sional horizontal, uma vez que o trecho de estudo do Rio Macaé é classificado como ver-
ticalmente bem misturado. Dessa forma, a formulacao matematica desse problema, e as
condigoes de contorno e inicial podem ser representadas pelas seguintes expressoes:

oC(x,y,t)  0C(x,y1) 0*C(x,y,t) 0%C(x,y,t)
=F E 1
o TV o L g2 THTT g (12)
C(z,y,t)=Cy, =0, 0<y<L, t>0 (1b)
@ yt) o o1, 0<y<L, t>0 (1c)
Ox
9C(z,y,t) _ 0C(z,y,1)
ay = ay =0, y=0 ou y=L,;,, 0<2<L;t>0 (1d)
C<x7y7t):CO+G6:ry($_x0)(y_y0)7 0§x§L$7OSySLy7 t:07 (1@)

onde 0 <z < L,, 0<y <Ly, parat >0, U ¢é a velocidade do escoamento na direcao x
e uniforme na direcao transversal, Ej e Ep sao os coeficientes de dispersao longitudinal
e transversal, respectivamente, Cy é a concentracao normal de NaCl nas dguas do Rio
Macaé, 0, ¢ funcao delta de Dirac, sendo G a quantidade de massa de poluente por
unidade de altura do dominio emitida na posicao (zo,yo)-

Para acelerar e otimizar a convergéncia da técnica de transformacao integral, GITT,
o problema foi simplificado com a aplicacao da funcao filtro C¢(x) = Cp, utilizada para
homogeneizar as condigoes de contorno em y pela expressao C(xz,y,t) = C¢(x)+C*(x,y,1),
onde C*(x,y,t) é a solugdo do problema homogéneo obtida através da GITT.
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2.1 Técnica de transformada integral generalizada

A solugao do problema filtrado é obtida pela técnica GITT por meio de um esquema de
transformagao parcial, apenas na direcao transversal, resultando em um problema trans-
formado formado por um sistema de equacoes diferenciais parciais unidimensionais. Em
consequéncia, o seguinte problema de autovalor do tipo Sturm-Liouville é proposto:

20y
B 620(0) =0 (22)
a0i(0) _ dvi(L,) _

T dyy =0 (2b)

As autofungoes e os autovalores sdo dados, respectivamente, pelas expressoes 1;(y) =
zf; . _ miv/Er
cosmeﬁz—iLy .

par de transformacao integral, onde @E(y) representa as autofuncoes normalizadas:

O problema de autovalor apresentado permite definir o seguinte

Ly
amwz/%@mu%w@ (3a)
0
C’(m,y,t) = Z@E(y)él(x,t) (Sb)
=1

Ly ~
A Equagao (1) pode entdo ser transformada através do operador [ (y)(.)dy que é
0

aplicado em ambos os lados da equacao para obter o seguinte problema transformado:

Ly
OCi(x,t) | o *Ci(x,t)  ~dCj(z,t) [~ =
2 +ﬁa@w—m&§=;;1m/m@wwwmw @
- 0

com as condigoes inicial e de contorno, Equagoes (1b)-(1le), transformadas dadas por:

Ly

Q@ﬂ%—/@wﬂaﬁ%ﬁw@—xw@—m»@ (5a)
0
a0, = 29l (5h)

O sistema dado pelas Equagoes (4)-(5), apds truncamento em uma ordem N, é resolvido
numericamente através da rotina NDSolve do Mathematica para os potenciais transfor-
mados Cj(x,t), de modo que a férmula de inversao, Equagao (3b), pode ser empregada
para obtencao da solugao para o potencial original, C'(x,y,t).
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3 Problema Inverso

O objetivo deste trabalho é estimar os parametros Ey, Er e a fungao U do perfil de
velocidades presentes nas Equagoes (la-e) com uma abordagem de problemas inversos.

No tratamento de problemas inversos surgem diferentes fatores que contribuem para
as incertezas na identificacao de parametros que podem ser consideradas ao se empregar
a abordagem Bayesiana, onde os parametros sao analisados como varidveis aleatorias. As
vantagens desta abordagem sao a possibilidade de incluir informagoes a priori e incorpora-
las em um contexto formal de decisao, bem como o tratamento explicito das incertezas e
a habilidade de assimilar novas informagoes em contextos adaptativos.

A solucao do problema inverso pela abordagem Bayesiana consiste em se obter a pro-
babilidade a posteriori (Ppost(3|Ze¢)), com o emprego do teorema de Bayes, tal que:

Bpost(B|Ze) = P(Ze|B)Bpr(B)/ P(Ze) (6)

onde Pp,-(3) é a probabilidade a priori, P(Z.) é a funcao de densidade de probabilidade
marginal e P(Z.|3) é a verossimilhanga obtida pela Equacao (7) que descreve a probabi-
lidade de se encontrar os dados experimentais Z., sabendo a resposta real e desconhecida
do problema fisico (Z(3)) e a variancia (V') dos dados experimentais [5]:

1 1 m\Ty,r—1 m
P(Z.|B) eV (@n)e exp 2(Ze Z"'V N (Z.—Z™) (7)
onde n, representa o nimero de dados experimentais considerados no problema.

Em problemas mais complexos, a informacao a priori nem sempre pode ser represen-
tada por uma distribuicao normal ou mesmo uniforme, o que torna muito complicado a
obtencao de uma distribuicao de probabilidade a posteriori. Nesses casos é necessario o
emprego de técnicas de amostragem para simular as amostras de distribuicao a posteri-
ori e inferir medidas de tendéncia central e de dispersao desta distribuicao [3]. Dentre
essas técnicas de amostragem destaca-se o método de Monte Carlo via Cadeias de Mar-
kov (MCMC), onde a ideia essencial é simular uma sequéncia aleatéria de distribuigdes a
posteriori convergente para uma distribuicao estaciondaria.

4 Resultados

Neste estudo serao utilizados dados experimentais reais obtidos em experimentos reali-
zados em um trecho retificado do Rio Macaé, onde foi simulada uma descarga de poluente,
utilizando como tragador 2.000 g de NaCl diluidos em um recipiente contendo 10 litros de
agua, gerando um volume de 11 litros de solucao salina. Esse procedimento foi repetido
por 10 vezes, até completar 110 litros da mistura. Através de um condutivimetro foi me-
dida a concentragao de NaCl nos recipientes, que foi de 172 mg/l1, e ao longo do trecho do
Rio Macaé que, em condi¢oes naturais, foi de 37 mg/l. Para a simulagdo computacional
considerou-se um dominio contendo 2.200 m de comprimento por 40 m de largura. No
instante inicial, i.e. ¢ = 0, foi feito o lancamento da mistura de NaCl na posi¢ao x = 1050m
e y = 0,5m, e as amostras de concentragao foram selecionadas 50 m a jusante [7].
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Para a simulagao do perfil de concentragao, os autores na Ref. [7] consideraram os
valores Ef, = 0,4m?/s e Er = 0,003m?/s, enquanto que na Ref. [6] foram considerados
os valores E;, = 0,25m?/s e Er = 0,006m?/s obtidos experimentalmente. A Tabela
1 mostra o comportamento da convergéncia da solucao a medida em que se aumenta a
ordem de truncamento (N) da solugdo em série, Equacao (3b), de modo a atender o
nivel de precisao da solucdo e manter o minimo esfor¢o computacional. Observa-se que os
resultados apresentados convergiram para pelo menos dois digitos significativos.

Tabela 1: Anélise de convergéncia da solugao para concentracao (mg/l) em relagdo a ordem de
truncamento, a 50m a jusante do ponto de lancamento do tragador e a 0,5m da borda.

x (m) N=20 N=40 N=60 N=80  N=100
t=100s
1100  301,9660 284,2570 287,3910 290,2100 291,8950
1125 38,4748 38,2170 382734 38,3217 38,3158
1150 37,0004 37,0004 37,0005 37,0004 37,0003
1175 37,0000 37,0000 37,0000 37,0000 37,0000
1200 37,0000 37,0000 37,0000 37,0000 37,0000
t=150s
1100 187,8720 215,2270 213,1320 210,9450  209,9220
1125 201,7760 183,6540 186,0490 187,8350  188,9530
1150 38,2851 38,1835 38,2289 38,2671 38,2556
1175 37,0008 37,0010 37,0009 37,0010 37,0010
1200 37,0000 37,0000 37,0000 36,9999 37,0000

Os resultados obtidos pelo método de Monte Carlo com as cadeias de Markov estao
apresentados nas Figuras la-c. Observa-se a convergéncia das cadeias de Markov dos coefi-
cientes de dispersdo para os valores Ep, = 0,362m?/s e Er = 0,0145m?/s. A convergéncia
do método ocorreu de forma rapida ja nos estados iniciais da cadeia em um total de 30 000
estados. Para o perfil de velocidade, os parametros estimados sao os pontos U; referentes
a uma discretizacao de U nas posicoes y = 2; 5; 10; 20; 30; 35; 38 m. Uma vez estimadas
as velocidades nesses pontos ¢ realizada uma interpolacao linear para se obter U(y).

Na Tabela 2 apresenta-se as propriedades estatisticas amostrais obtidas das distri-
buigoes a posteriori para os parametros Fr, Fr e Uy em y = 20m.

Tabela 2: Propriedades estatisticas para os parametros Er, Er e Uy

Parametro Er (m?/s) Er (m?/s) Uy (m/s)
7 0,362697 0,014565 3,140823
o 0,036077 0,000537 0,857616
o/u (%) 9,947 3,688 97.305

1.C. (95%) [0,295048;0,436826] [0,013540;0,0157057] [1,36299; 4,90436]

Na Figura 2 tem-se a evolugao transiente do perfil de concentracao na diregao longi-
tudinal, na posicao em y=0,5 m, localizado a 50 m a jusante do ponto de langcamento do
poluente em x=1050 m. Para a solugdo apresentada na Figura 2a sao considerados os
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Figura 1: Evolugao das Cadeias de Markov.

valores E7, = 0,25m?/s e Er = 0,006m? /s obtidos experimentalmente [6]. Na Figura 2b
observa-se o comportamento com a solugao obtida pelo MCMC apresentado neste traba-
lho, que se mostra coerente com os dados reais do experimento realizado no Rio Macaé.
Apesar disso, o método nao foi capaz de descrever o pico de concentragao, indicando uma
possivel discrepancia quanto a medicao desse dado durante a realizagao do experimento.
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Figura 2: Perfil de concentragao de NaCl.

DOI: 10.5540/03.2018.006.02.0281 010281-6 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.02.0281

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

5 Conclusoes

A analise dos resultados permite observar o comportamento da concentragao de conta-
minantes ao longo de um corpo hidrico, demonstrando que os procedimentos apresentados
possibilitam a reproducao de comportamentos fisicos esperados. E demonstrada a viabi-
lidade de utilizacdo da técnica GITT na solucdo deste problema bem como a solucao do
problema inverso obtida pelo MCMC.

Recomenda-se, para trabalhos futuros, a realizacao de novas simulacoes numéricas
utilizando problemas inversos para se definir fungoes suaves que descrevam o campo de
velocidades (termo advectivo), e a reprodugao dos experimentos visando a eliminagao de
possiveis outliers a fim de melhorar os resultados encontrados.
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