Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

Trabalho apresentado no XXXVIIIl CNMAC, Campinas - SP, 2018.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Generalizacoes para derivadas fracionarias

Daniela dos Santos de Oliveiral
E. Capelas de Oliveira?
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica, UNICAMP, Campinas, SP

Resumo. Apresentamos generalizagoes para as derivadas fraciondrias. Inicialmente discu-
timos, a partir de uma modificagao do tipo Caputo na derivada fracionaria generalizada,
a chamada derivada fracionaria generalizada com uma modificacao do tipo Caputo. Dis-
cutimos ainda uma outra proposta para a generalizacao dos operadores de diferenciagao
fraciondrios. Esta generalizacao consiste em uma derivada fracionaria do tipo Hilfer, a qual
denominamos derivada fracionaria de Hilfer-Katugampola. Por fim, de modo a generalizar
ainda mais as derivadas fraciondrias, propomos a derivada (k, p)-fraciondria generalizada.
Esta formulagao, mais geral do que as anteriores recupera, como casos particulares, deriva-
das fracionarias bem conhecidas na literatura.
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1 Introducao

O ntumero de operadores de integracao e diferenciacao fracionarios tem aumentado
muito ao longo dos tultimos anos. As derivadas de ordem nao inteira sao, geralmente,
expressas em termos de uma correspondente integral fracionaria.

Nosso interesse estd em discutir derivadas fracionarias que podem ser representadas
em termos de integrais fracionarias cujos nicleos sao singulares. Existem trés nicleos a
serem considerados para as integrais fracionarias, sao eles:

-0t @ e @) e ()

onde £ > 0 e p > 0. No caso em que p — 1 em (iii), obtemos o nicleo dado por (i) e
no caso em que p — 0 em (iii) temos uma indeterminacao. Usando a regra ¢’Hopital
obtemos o nicleo (ii).

Existem trés formas diferentes para definir as derivadas fraciondrias. A primeira con-
siste em aplicar um operador de diferenciacao de ordem inteira & esquerda de uma integral
fracionaria. A segunda forma é aplicar a integral fraciondria em um operador de diferen-
ciacao de ordem inteira. Finalmente, a terceira forma consiste em aplicar um operador
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de diferenciagdo de ordem inteira entre duas integrais fraciondrias. Os operadores de
diferenciacao a serem considerados sao:

(a) D" = (CZU)”, (b) 6" = (%‘;)n, (c) 67 = <m1_pj$>n,

onden—1<a<ncomné€ Nep>0. Note que, quando p — 1 em (c), obtemos
o operador definido em (a) e quando p — 0%, recuperamos o operador dado por (b).
As derivadas de ordem nao inteira que queremos discutir sdo combinagoes das integrais
fraciondrias com os nicleos dados em (i), (ii) e (iii) com os operadores de diferenciagao de
ordem inteira dados em (a), (b) e (c).

2 Funcoes especiais

Apresentamos o conceito de k-x, onde * denota a funcao gama ou o simbolo de Po-
chhammer [3,4,12]. Estas fungoes especiais e suas propriedades sdo definidas para valores
complexos, porém consideramos apenas valores reais.

2.1 Funcao k-gama

A funcdo gama, I'(z), generaliza o fatorial e permite que os valores de z sejam nao
inteiros ou mesmo complexos [1]. A fim de generalizar esta funcao Diaz e Pariguan [3]
definiram a fun¢ao k-gama da seguinte forma

] k
rk(g;):/ t~le=%dt, com =z k> 0. (1)
0

2.2 O simbolo i-Pochhammer

Diaz e Pariguan [3] generalizaram também o simbolo de Pochhammer através da in-
sercao de um parametro, k£ > 0, de modo a obter o simbolo k-Pochhammer dado por

1, for n=0
(x)”’k‘:{x(a:—kk)"-(:c—#(n—l)k), for neN,zeR. @)

Para k — 1, recuperamos o cldssico simbolo de Pochhammer, i.e., (2), % = (2)n, [5].

2.3 Funcgoes k-Mittag-Leffler

Por ser uma generalizagao da funcao exponencial, as fungoes de Mittag-Leffler de-
sempenham um papel muito importante na solucao de equagoes diferenciais fracionarias e
equacoes integrais [2,7,11]. A fim de generalizar tais fungdes, Gupta e Parihar [6] definiram
a nova funcao k-Mittag-Leffler generalizada através da seguinte série:

o0 zn
E z) = ——, z€R >0, o>0, 3
k7£70'( ) ngol—\k(gn_i_o_)’ ) 5 9 ( )
onde n € N. Para recuperar a funcao de Mittag-Leffler com dois pardmetros, basta
considerar k = 1.
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3 Derivada fracionaria generalizada com uma modificagao
do tipo Caputo

Nesta secao, introduzimos a derivada fraciondria generalizada com uma modificagao
do tipo Caputo através de uma modificacao do tipo Caputo na derivada fracionaria gene-
ralizada [10,13,15].

Definicao 3.1. Sejam a,p € R, a ¢ N, a« > 0, n =[] +1 e p > 0. As derivadas
fraciondrias generalizadas com uma modificacao do tipo Caputo, a esquerda e o direita,
sao definidas, para 0 < a <z < b < oo com

p e AC?p[a, b = {go : [a,b] = C: (D”_lgo)(:c) € ACla,b],D = di}
por
(D)) = (T @) "
1—-n+a x tp_l B d n
Fp(n —a) /a (xP — tp)l—nta (tl pdt> () dt, (5)

EDpe)a) = (-1)"(CTr "5 (@)
— 1) pl—nto b tpfl 4 n
- ( F()np— a) /x (P — tﬂ)l—n—i-a (tl pdt> p(t)dt, (6)

respectivamente, se as integrais existem. Se a € Ny, entio ({D7, p)(x) e (YD} p)(x) sdo
representadas por

EDgre)(@) = opp(x) e (EDy@)(x) = (=1)"050(x). (7)

Em particular, temos

(¢Dg+0)(2) = (EDy-¢)(2) = ¢(a).

Apresentamos a seguir um teorema que permite recuperar, com os convenientes limites,
as derivadas fraciondrias de Caputo e Caputo-Hadamard.

Teorema 3.1. Sejam a,p e R, a >0, a ¢ N, n=[a]+ 1 e p > 0. Entao, para x > a

li (2D30)(2) = (D p)o) = gy [ (@ =07 ) ®)
Tim (D% 0)0) = (CD)o) = o [ (wF)" e ()

onde (D% ¢)(x) € a derivada fraciondria de Caputo e (°D% ¢)(x) € a derivada fra-
ciondria de Caputo-Hadamard [8,13].
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4 Derivada fracionaria de Hilfer-Katugampola

Nesta secao, apresentamos uma outra proposta para a derivada fracionaria, a derivada
de Hilfer-Katugampola [13,14]. Esta é uma derivada fracionaria do tipo Hilfer, isto é, temos
um operador de diferenciagao de ordem inteira atuando entre duas integrais fracionarias
de Katugampola [9].

Definicao 4.1. Sejam « a ordem e 5 o tipo da derivada, satisfazendon —1 < a <n e
0<8<1, comn € N. As derivadas fraciondrias, a esquerda e & direita, com p > 0, de
uma funcdo

o O lab] = {(p (0, >R : (“”p ; ap) o) € Cla, b]} , (10)

sao definidas por

« Lt 1 d " —-B)(n—a
o) = (£ (w1 ) ) @)

n—a) ¢n 1-8)(n—«a
= (£rTl e g0 (@),
onde J € a integral fraciondria generalizada [9].

Através do seguinte esquema, ilustramos as derivadas fraciondrias que sao casos parti-
culares desta derivada que acabamos de definir.

Hilfer p—1 Hilfer- p—0F Hilfer-
derivative Katugampola Hadamard
derivative derivative
f=0 B=1
Katugampola Generalized
derivative Caputo-type
p—1 p— 0t derivative

p—1 p— 0T

lii‘emairﬁn— Hadamard
iouville Caputo Caputo-
’ l Hadamard

[ Liouville ] [ Weyl ]
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5 Derivada (k, p)-fracionaria generalizada

Antes de apresentar nossa terceira definicdo para derivadas fraciondrias, explicitamos
a definicao para a integral (k, p)-fracionaria [18].

Definigao 5.1. Sejam o >0, k>0, p >0 e ¢ € L(a,b). A integral (k, p)-fracionaria, a
esquerda, € definida por

P —tP

x -1
@0 = s [ (Fo0) e etan o> )

Quando k — 1, temos T'y(a) = '(a) e hT% — PT%, onde T2 € a integral fraciondria
generalizada definida por Katugampola [9].

Apresentamos a seguir a derivada (k, p)-fracionaria generalizada [13,16]

Definigcao 5.2. Sejam a,v € R tais quen—1<a<n,neN,0<v<1,p>0,k>0c¢
¢ € Ci—ypla,b]. Definimos a derivada (k, p)-fraciondria generalizada por

o,V v(nk—a - d " n —V)(kn—«
e = (170 (e} e @ a2

d n
n __ 1—
onde (5p = <x de> .

Com a escolha adequada dos parametros, na Definicao 5.2, recuperamos algumas de-
rivadas fracionarias bem conhecidas na literatura, a saber:

e Se n = 1. Derivada (k, p)-fraciondria;

e Se k=1 e n =1. Derivada fracionaria de Hilfer-Katugampola;

e Se k=1¢e p=1. Derivada fracionaria de Riemann-Liouville generalizada;
e Sek=1, p— 0" en = 1. Derivada fracionaria de Hilfer-Hadamard;

e Sek=1,p=1en=1. Derivada de Hilfer;

e Sek=1,p=1ev=0. Derivada fracionaria de Riemann-Liouville;

e Sek=1,p=1ev=1. Derivada de Caputo;

e Sek=1,p— 0" ev=0. Derivada fraciondria de Hadamard;

e Se k=1, p— 0" e v =1. Derivada fracionaria de Caputo-Hadamard;

e Se k=1e v =0. Derivada fracionaria generalizada de Katugampola;

DOI: 10.5540/03.2018.006.02.0279 010279-5 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.02.0279

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

e Se k =1 e v = 1. Derivada fracionaria generalizada com uma modificagao do tipo
Caputo.

Apresentamos a seguir a solu¢do de um problema de Cauchy envolvendo a derivada
(k, p)-fraciondria generalizada.

Teorema 5.1. Sejam o, \ € R* tais que n —1 < a < n, onde n € N. Se ¢ € L(a,b),
entao o problema de Cauchy

(225 ¢) (@) = Ap(2) (14)
(gl KD oy () = by, b €R, (=1,2,...,n), (15)

admite uma unica solugao no espago L(a,b), dada por

n

zf —aP\ NI 2P — aP\
o(z) =3 b, ( ) Epor(aon [A ( ) ] , (16)
j=1

p p

onde Ey¢ () € a nova funcdo k-Mittag-Leffler generalizada, definida pela Eq.(3).

6 Conclusoes

A fim de resolver equagoes diferenciais fraciondrias é necessario, para tal tarefa, escolher
um operador de diferenciagdo. Como este nimero de operadores vem crescendo muito ao
longo dos ultimos anos, obter generalizagoes para estas derivadas fraciondrias faz com que
nao seja necessario fazer uma escolha do operador de diferenciacdo a priori. Uma possivel
aplicacao da derivada generalizada é estudar modelos envolvendo tranferéncia de calor a
fim de comparar com a derivada de Caputo [17]. Discutimos, neste trabalho, generalizagoes
para derivadas fraciondrias bem estabelecidas na literatura. Apresentamos, também, um
problema de Cauchy cuja solucao é dada em termos da nova funcao k-Mittag-Leffler. Uma
continuagao deste trabalho consiste em generalizar a integral (k, p)-fraciondria através da
insercao de uma funcao k-Mittag-Leffler em seu ntcleo.
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