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Resumo. Neste trabalho de pesquisa propomos uma modelagem do acoplamento geo-
mecânico para meios porosos contendo dupla porosidade e permeabilidade. As equação de
balanços de massa do sólido, de massa do fluido e do momento linear são derivadas com
o intuito de obter o modelo matemático para meio poroso fraturado, onde posteriomente
discretizamos esse modelo via método dos elementos finitos. Diferentemente do que já foram
proposto na literátura, neste trabalho propomos o desacoplamento da parte mêcanica da de
fluxo utilizando a tecnica do Stress Split. As soluções numéricas do modelo matemático ob-
tido são comparadas com as soluções anaĺıticas do problema de consolidação unidimensional,
com intuito de validar a formulção numérica desse modelo matemático.
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1 Introdução

Neste trabalho apresentamos uma modelagem acoplada hidro-mecânica de reservatórios
fraturados representados por meios de dupla porosidade e dupla permeabilidade, onde a
matriz e a fratura são tratados como meios cont́ınuos distintos. Porosidade, pressão do
fluido, permeabilidade e outras variáveis são consideradas separadamente para cada meio.
Nesse modelo conceitual, o problema de fluxo tem duas variáveis globais, que são as
pressões de fluido associadas a cada meio. O acoplamento entre os dois meios porosos se
dá através de uma função de transferência de massa de fluido. O modelo matemático é
obtido utilizando as equações de balanços de massa do sólido, de massa do fluido e do mo-
mento linear. Com o modelo matemático desenvolvildo, discretizamos através do método
dos elementos finitos programado em fortran no simulador geomecânico CODE BRIGHT
(Coupled Deformation Brine Gas and Heat Transport) [7]. Com o modelo, utilizamos a
solução anaĺıtica do problema de Terzaghi para validar o modelo proposto.
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2 Equação de Balanço de Massa do Sólido

A equação de balanço de massa do sólido para os dois meios (matriz rochosa e fratura)
pode ser expressada da seguinte maneira [8]:

∂

∂t
(ρs(1− φ)) +∇ · (ρs(1− φ)u̇) = 0 (1)

onde ρs é a densidade do sólido, φ é a porosidade total, u̇ é o vetor de velocidade do sólido.

Aplicando a definição de derivada material em relação a velocidade do sólido na equação
(1), obtemos:

D(φ)

Dt
=

(1− φ)

ρs

Dρs
Dt

+ (1− φ)ε̇v (2)

onde ε̇v = ∇ · u̇ é o incremento da taxa de deformação volumétrica no meio poroso.

Para obtermos a equação do balanço de massa do sólido para cada meio poroso (matriz
e fratuta), precisamos derivar a equação (15).a) (ver Apêndice A), em relação ao tempo e
substitúı-la na equação (2). Dáı temos:

• Meio 1 ou matriz:

D(φ1)

Dt
=

(1− φ)

ρs

Dρs
Dt

+ (1− φ)ε̇v −
D(φ2)

Dt
(3)

• Meio 2 ou fratura:

D(φ2)

Dt
=

(1− φ)

ρs

Dρs
Dt

+ (1− φ)ε̇v −
D(φ1)

Dt
(4)

onde φ1 e φ2 são as porosidades da matriz e fratura, respectivamente.

Agora precisamos calcular o primeiro termo, 1
ρs
Dρs
Dt que é a compressibilidade do sólido,

e os terceiros termos, D(φ2)
Dt e D(φ1)

Dt , das equações (3) e (4). Além do segundo termo, ε̇v
que é a taxa de deformação volumétrica (ver Apêndice A), para obter a expressão geral
da equação do balanço de massa do sólido ou evolução das porosidades para cada meio
poroso. Dadas pelas equações abaixo:

• Meio 1:

Dφ1
Dt

=

(
(1− φ2)

α− φ
K1

− φ1φ2
Kf

+
α1 (α(1− φ2)− φ1)

Kt

)
Dp1
Dt

+

(
(1− φ2)

α− φ
K2

+
(1− φ2)φ2

Kf
+
α2 (α(1− φ2)− φ1)

Kt

)
Dp2
Dt

+

(
α(1− φ2)− φ1

Kt

)
Dp̄

Dt
(5)
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• Meio 2:

Dφ2
Dt

=

(
(1− φ1)

α− φ
K2

− φ2φ1
Kf

+
α2 (α(1− φ1)− φ2)

Kt

)
Dp2
Dt

+

(
(1− φ1)

α− φ
K1

+
(1− φ1)φ1

Kf
+
α1 (α(1− φ1)− φ2)

Kt

)
Dp1
Dt

+

(
α(1− φ1)− φ2

Kt

)
Dp̄

Dt
(6)

onde α1 = 1− Kt
Ks

, α2 = 1− Kt
Kns

e α = α1α2
α1+α2

são os alfas de Biot’s [4, 5], do meio 2 e do
meio poroso total [4, 5], respectivamente, Kf , K1 = Ks, K2 = Kn e Kt são os módulos
volumétricos do fluido, da matriz, da fratura [6] e do esqueleto sólido ou material drenado,
respectivamente [4,5] e s é o espaçamento da fratura. Já p1 e p2 são as pressões de fluido
da matriz e da fratura e p̄ é a tensão média total.

3 Equação de Balanço de Massa do Fluido

Admitindo um meio poroso saturado, deformável, isortérmico, fluxo monofásico, fluido
levemente compresśıvel e sólido compresśıvel. Desprezando o termo não-advectivo, assu-
mindo o termo de fonte/sumidouro nulo e considerando o conceito de dupla porosidade, o
balanço de massa de ĺıquido para o meio poroso i pode ser expressado como:

∂

∂t
(ρiφi) +∇ · (ρiqi + ρiφiu̇) + (−1)i+1Γ = 0 i = 1, 2 (7)

onde ρi é a densidade de ĺıquido, φi é a porosidade, qi é o fluxo de Darcy no meio i e Γ
é a função de transferência de massa de Warren e Root [10] entre os dois meios (matriz e
fratura).

Aplicando a definição de derivada material na equação acima obtemos:

φi
Dρi
Dt

+ ρi
Dφi
Dt

+∇ · (ρiqi) + ρiφiε̇v + (−1)i+1Γ = 0 i = 1, 2 (8)

Agora substituindo o segundo termo da equação (8), que é evolução da porosidade,
pelas equações (5) e (6) e utilizando a equação de estado do ĺıquido para cada meio
poroso, a Lei de Darcy, generalizada para cada meio poroso, a equação da função de
transferência de massa [10] entre os meios na equação (8) e além disso, negligenciando os
termos convectivos e admitindo o fato que as distribuições das variáveis no espaço não
mudam drasticamente, encontramos a equação do balanço de massa do fluido para cada
meio poroso, matriz e fratura:

• Meio 1:

(1− φ2)
[(

α− φ
K1

+
φ1
Kf

+
αα1

Kt

)
Dp1
Dt

+

(
α− φ
K2

+
φ2
Kf

+
αα2

Kt

)
Dp2
Dt

+
α

Kt

Dp̄

Dt

]
−∇ ·

(
K1

µ
(∇p1 − ρ1g)

)
+

βk11
µ

(p1 − p2) = 0 (9)
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• Meio 2:

(1− φ1)
[(

α− φ
K2

+
φ2
Kf

+
αα2

Kt

)
Dp2
Dt

+

(
α− φ
K1

+
φ1
Kf

+
αα1

Kt

)
Dp1
Dt

+
α

Kt

Dp̄

Dt

]
−∇ ·

(
K2

µ
(∇p2 − ρ2g)

)
− βk11

µ
(p1 − p2) = 0 (10)

onde β = 4n(n+2)
s2

é um coeficinte da função de transferência de massa [10] entre os meios,
n é o conjunto de fraturas normais, k11 é a componente do tensor de permeabilidade
intŕınseca da matriz, ρ1 e ρ2 são as densidades do fluido no meio 1 e 2 e K1 e K2 são os
tensores de permeabilidade intŕınseca para o meio 1 e 2, respectivamente.

4 Equação de Balanço do Momento Linear (Equiĺıbrio)

O balanço de momento para os meios porosos reduz a equação de Equiĺıbrio para
tensão total, sendo os termos inercias e aceleração negligenciados:

∇ · σ + b = 0, (11)

onde σ é o tensor de tensões totais e b é o vetor de força de corpo.

Uma posśıvel decomposição da deformação [8, 12] é:

ε =

n∑
i=1

εi, (12)

onde ε é a deformação total, na qual está compreendida a deformação elástica.

O equiĺıbrio de tensões totais está para todo o meio, enquanto que as deformações
irá se decompor em contribuições diferentes para cada meio e isso depende do modelo
constitutivo mecânico adotado.

Para obter o balanço de massa do momento linear, basta utilizar a relação entre as
mudanças na tensão total σ e tensão efetiva σ′ dada por Terzaghi [9] e Biot [3]. Para
meios porosos de dupla porosidade e permeabilidade, a tensão total pode ser expressada
como:

σ = σ′ − α1Ip1 − α2Ip2. (13)

Utilizando as relações constitutivas da tensão efetiva com a deformação para o sis-
tema de meio poroso fraturado na equação (13) e substituindo a mesma na equação (11),
obtemos a equação do balanço de massa do momento linear.

∇ · (Dε−DCα1Ip1 −DCα2Ip2) + b = 0 (14)
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5 Resultado

Para validação do modelo matemático, foi realizada uma comparação da solução anaĺıtica
do problema de consolidação unidimensional com a solução numérica do modelo de dupla
porosidade e dupla permeabilidade, discretizado utilizando método dos elementos finitos,
programado em fortran no simulador geomecânico CODE BRIGHT [7].

As soluções anaĺıticas para a poro pressão e o deslocamento são obtidas de acordo
com [11].

O domı́nio utilizado para obter as soluções tem uma largura de 20 m e altura de 100
m e é composta por 464 nós e 830 elementos. Os parâmetros usados são: módulo de
elasticidade E = 2500 MPa, razão de Poisson ν = 0.3, porosidade da matriz φ1 = 0.3,
permeabilidade da matriz K1 = 10−12 m2, módulos volumétricos do fluido Kf = 2.222x103

MPa e do sólido Ks = 3.3654x1013 MPa, carga aplicada q = −1.4543 MPa. Para a
fratura utiliza-se os mesmo valores dos parâmetros da matriz e a função de transferência
de massa é nula. Desta forma, podemos fazer a comparação com a solução anaĺıtica do
meio de simples porosidade. Com isso, obtemos as Figuras 1 e 2.

Figura 1: Solução anaĺıtica versus numérica para poro pressão.

Figura 2: Solução anaĺıtica versus numérica para deslocamento.
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As Figuras 1 e 2 mostram a comparação entre as soluções numéricas e análiticas para
a poro pressão e o deslocamento. Podemos, observar que na Figura 1 exite uma pequena
diferença na poro pressão para o tempo de 1002 segundos. Já na Figura 2 observamos que
as curvas dos deslocamentos foram obtidas no topo do domı́nio, ou seja, h = 100 m.

6 Conclusão

Neste trabalho foi apresentada uma modelagem matemática do acoplamento geo-
mecânico em meios porosos com dupla porosidade e permeabilidade usando stress split.
Obtemos as equações de balanços de massa do sólido ou evolução da porosidade, de massa
do fluido para as variáveis de fluxo e do momento linear para as variáveis mecânicas.
Sendo as variáveis de pressões e de porosidades obtidas para cada meio poroso, matriz e
fratura. Para validação do modelo matemático obtido, o mesmo foi discretizado utilizando
o método de elementos finitos, programados em fortran. Assim, conseguimos validar a for-
mulação apresentada neste trabalho com o caso de consolidação unidimensional, onde os
resultados foram bastantes significativos.
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A Informações Complementares

A Figura 3 mostra o conceito de dupla porosidade abordado neste trabalho:

Figura 3: Modelo em meios de dupla porosidade (Modificado de [6]).

Assim, as porosidades e o volume total do meio poroso podem ser definidas como [1,2,6]:

a) φ = φ1 + φ2 b) φ1 =
V1
V

c) φ2 =
V2
V

d) V = Vs + V1 + V2 (15)

Para obtenção da deformação volumétrica precisamos fazer a decomposição do estado
de tensões ou o stress split do meio poroso de dupla porosidade Figura 3.

Utilizando a equação (12) podemos espressar a deformação total do meio poroso como:

ε = ε1 + ε2 + ε3 (16)

Substituindo cada estado de deformação temos:

ε = −I p1
3Ks

− I
p2

3Kns
+ C (σ + Ip1 + Ip2) (17)

Aplicando o traço na equação (17) e fazendo uso dos prinćıpios das tensões efetivas,
resulta:

εv =
1

Kt
(p̄+ α1p1 + α2p2) (18)

onde p̄ é a tensão media total.
Agora podemos expressar a taxa de deformação volumétrica, ε̇v, em função da tensão

média total como:

ε̇v =
1

Kt

(
Dp̄

Dt
+ α1

Dp1
Dt

+ α2
Dp2
Dt

)
(19)

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

DOI: 10.5540/03.2018.006.02.0247 010247-7 © 2018 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.02.0247

