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Resumo. Os problemas de otimização classificados como NP -hard podem apresentar difi-
culdades quando são abordados com métodos exatos, especialmente nos casos de dimensões
elevadas, uma vez que o tempo computacional necessário para a obtenção do valor ótimo
global cresce exponencialmente à medida que os dados de entrada aumentam. Os algoritmos
de Evolução Diferencial (ED) são poderosos algoritmos de otimização evolucionária, propos-
tos inicialmente, para problemas em espaços cont́ınuos. Recentemente, tem sido propostas
adaptações ao seu mecanismo de mutação diferencial para aplicação em problemas combi-
natórios. Neste trabalho, uma proposta deste tipo de adaptação é apresentada para este
algoritmo, para resolver o Problema do Caixeiro Viajante (PCV). O estudo dos PCV’s se
relaciona diretamente com problemas organizacionais da sociedade. Testes computacionais
foram realizados com instâncias da literatura e os resultados encontrados sugerem que a
técnica proposta é promissora e apropriada para a resolução dos problemas abordados.

Palavras-chave. Otimização, Evolução Diferencial Discreta, Problema do Caixeiro Via-
jante.

1 Introdução

O Problema do Caixeiro Viajante (PCV), é um dos mais tradicionais e frequentemente
estudado em otimização combinatória [1]. O objetivo do PCV é encontrar, em um grafo
G = (V,A), o circuito hamiltoniano de menor custo. De forma simples, pode-se definir
que um grafo é um conjunto de Vértices e Arestas. Os vértices (ou nós) são pontos que
podem representar, por exemplo, cidades ou postos de atendimento. Já as arestas são
linhas que conectam os vértices e podem representar, numa aplicação real, estradas por
exemplo. Um circuito hamiltoniano é um passeio que percorre todos os vértices de um
grafo e retorna ao vértice origem (ińıcio do passeio), passando por cada vértice apenas
uma vez [3].
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Sua descrição, embora simples, revela um problema de classe NP -dif́ıcil [5], o que
o torna intratável na obtenção de soluções exatas. Desta forma, é comum a busca de
abordagens heuŕısticas uma vez que não pode ser tratado por algoritmos polinomiais.

O foco deste trabalho é apresentar uma proposta de adaptação na operação de mutação
diferencial em um algoritmo de Evolução Diferencial para aplicação em problemas de
otimização discreta, especificamente para o problema do Caixeiro Viajante.

Este artigo está organizado em seis seções. Na seção 1 encontra-se uma introdução
sobre o trabalho. Na seção 2, é apresentado o modelo matemático do PCV. Na seção
3, é descrito o algoritmo de Evolução Diferencial para Espaços Cont́ınuos. O algoritmo
de Evolução Diferencial Discreto para Espaços Discretos e o algoritmo proposto neste
trabalho são apresentados na seção 4. Na seção 5 são discutidos e comentados os resultados
da presente pesquisa e, finalmente, na seção 6 são feitas as conclusões.

2 Problema do Caixeiro Viajante

Em 1954, Dantzig-Fulkerson-Johnson, para resolver um problema com 49 cidades,
formularam o PCV como um problema de programação 0-1 sobre um grafo G = (N,A).
Como as condições do problema exigem, essa formulação possui restrições tanto de controle
de fluxo nos nós, como de eliminação de posśıveis sub-rotas. Segundo [4], a forma geral
da formulação matemática de Dantzig-Fulkerson-Johnson é dada por:

Minimizar Z =

n∑
j=1

n∑
i=1

cijxij

sujeito a:

n∑
i=1

xij = 1 ∀j ∈ N (1)

n∑
j=1

xij = 1 ∀i ∈ N (2)

∑
i,j∈S

xij ≤ |S| − 1 ∀S ⊂ N (3)

xij ∈ {0, 1} ∀i, j ∈ N (4)

onde:
xij = 1, se o arco for escolhido para integrar a solução; xij = 0, caso contrário; S é um

subgrafo de G; |S|: número de vértices do subgrafo S. Nessa formulação assume-se que:
xii não existe, pois é sem acepção sair do nó e retornar para ele mesmo; n é o número de
variáveis.

3 Algoritmo de Evolução Diferencial para Espaços Cont́ınuos

O algoritmo de Evolução Diferencial (ED) foi desenvolvido por [8] com a intenção de
resolver o problema de ajuste polinomial de Chebychev.
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Inicialmente um conjunto populacional G = {V1, V2, . . . , Vn} de indiv́ıduos (vetores) é
gerado aleatoriamente e deve cobrir todo o espaço de busca. Na ausência de qualquer co-
nhecimento acerca do espaço de busca (regiões promissoras ou mesmo soluções parciais),
utiliza-se uma distribuição uniforme para a população inicial. Numa operação definida
como mutação, o algoritmo ED gera novos vetores de parâmetros, chamados de veto-
res doadores, através da adição da diferença ponderada entre dois vetores a um terceiro
indiv́ıduo, conforme operação a seguir:

Vd = Vi + F (Vj − Vk) ou Vd = Vmelhor + F (Vj − V k) (5)

Onde Vd é o vetor doador, F é um peso escalar aplicado ao vetor diferença, Vmelhor é
o vetor da população que apresenta o melhor fitness e Vi, Vj e Vk representam indiv́ıduos
aleatórios e mutuamente distintos, escolhido da população. Outros operadores propostos
de mutação podem ser encontrados em [8].

Após realizada a mutação, escolhe-se aleatoriamente outro vetor, denominado vetor
alvo (Valvo), cujas componentes são misturadas com as componentes do vetor doador,
resultando no vetor chamado experimental. Este processo é conhecido por cruzamento. Na
versão básica do algoritmo ED um cruzamento binomial com probabilidade de cruzamento
CR ∈ [0; 1] á apresentado conforme a seguinte regra:

ei =

{
ai, se θi ≤ CR
di, se θi > CR i = 1, 2, . . . , n

(6)

Sendo θi números aleatórios pertencentes ao intervalo [0, 1], ei, di e ai são as respectivas
componentes dos vetores: experimental, doador e alvo.

A seleção entre os vetores alvo e experimental é realizada de forma gulosa, ou seja,
se o valor da função objetivo aplicada ao vetor experimental for melhor do que o valor
dela aplicada ao vetor alvo, então o vetor experimental substitui o vetor alvo na geração
seguinte, caso contrário, o vetor alvo é mantido na próxima geração.

A operação mutação aplicada no ED é simples, porém, a maneira como está definida
torna-a impraticável para problemas de otimização discreta [2]. A seguir são apresentados
alguns trabalhos que propõem modificações na operação mutação para o ED a fim de
inserir o algoritmo operacional no domı́nio discreto.

4 Evolução Diferencial para Otimização Discreta

Nota-se que cada novo problema de otimização combinatória discreta, ao ser resolvido
utilizando o algoritmo da Evolução Diferencial Discreta (EDD) gera novas propostas de
melhoria para o método ED. As propostas, em geral, se referem a adaptações nos operado-
res genéticos, sobretudo no operador de mutação, visando gerar soluções fact́ıveis e maior
velocidade de convergência para a solução otimizada. A seguir são apresentados alguns
trabalhos que propõem modificações na operação mutação para o ED a fim de inserir o
algoritmo operacional no domı́nio discreto.

Uma abordagem meta-heuŕıstica para a Evolução Diferencial em otimização discreta é
proposta por [7], definindo a diferença entre duas soluções candidatas como uma lista de
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movimentos no espaço de busca, e assim preservando o mecanismo de busca em domı́nios
discretos. O método foi aplicado em Problemas do Caixeiro Viajante e no problema das
N -Rainhas. Em [12] também é apresentada uma adaptação do algoritmo EDD para o
Problema do Caixeiro Viajante.

Outras aplicações do EDD no domı́nio discreto podem ser citadas: scheduling flowshop
[6], [9], [13]; problema de atraso de máquina [11].

Neste artigo, é proposta uma nova forma de aplicar o operador de mutação na meta-
heuŕıstica Evolução Diferencial Discreta, que aborda problemas de roteirização. O opera-
dor é descrito a seguir.

4.1 Algoritmo de Evolução Diferencial Discreto proposto para PCV
(EDDpcv)

Uma nova e genérica versão para o operador de mutação do algoritmo EDD para
resolver o PCV é proposta. Seguem os passos do algoritmo proposto:

P0: Definem-se primeiramente as variáveis envolvidas no operador de mutação pro-
posto. Seja Gmax o número máximo de iterações do algoritmo, Np o número de vetores
da população, Nv o número total de vértices do problema, Nm o número de vértices do
vetor que irá sofrer a mutação, (Xij , Yij) a i-ésima coordenada cartesiana do j-ésimo vetor
da população G = {V1, V2, . . . , VNp} e os valores reais F , λ e a taxa de cruzamento CR
compreendidos entre 0 e 1. Considere ainda Vmelhor o vetor que apresenta melhor fitness
da geração G.

P1: Atribuir valores para os parâmetros Gmax, Np, Nm e CR;
P2: Após a geração da população inicial, definir o Valvo e selecionar o Vmelhor;
P3: A seguir sorteiam-se:

- dois vetores V1 e V2 da população, de modo que V1, V2, Valvo e Vmelhor sejam
distintos entre si;

- de forma randômica escolher um vértice do Vmelhor, que será substitúıdo;
- uma componente do vetor V1 e uma do vetor V2 cujas coordenadas cartesianas

são respectivamente (Xn1, Yn1) e (Xm2, Ym2).
P4: Obter as coordenadas cartesianas (X,Y ) pertencentes a um ponto P do espaço

cont́ınuo da seguinte forma:

X = F ((1− λ).Xn1 + λ.Xm2) (7)

Y = F ((1− λ).Yn1 + λ.Ym2) (8)

P5: Determinar o vértice P0 do problema mais próximo do ponto P tal que o número
de vezes que P0 tenha sido escolhido, nas iterações anteriores, para a mutação seja menor
que (Gmax/Np) e P0 /∈ Vmelhor;

P6: Substituir o vértice selecionado do Vmelhor pelo vértice P0. FIM.
Obtém-se o vetor doador (Vdoador) após os Nm vértices do Vmelhor sofrerem a mutação.
A Figura 1 traz um exemplo bidimensional ilustrando os vetores que participam da

geração de uma componente do vetor doador (Vdoador).
Após a operação de mutação realiza-se o cruzamento binomial, descrito anteriormente

(ver Seção 3), entre o Vdoador e o Valvo, com uma probabilidade de cruzamento CR ∈ [0, 1],
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resultando no vetor experimental (Vexp) e aplica-se a seleção gulosa, conforme descrito no
algoritmo Evolução Diferencial Cont́ınuo, obtendo assim uma nova população.

Figura 1: Processo de geração de uma componente do vetor doador (Vdoador).

Fonte: Autores.

A seguir apresentam-se os resultados obtidos utilizando o algoritmo proposto com
as adaptações propostas para o PCV. Tais resultados foram comparados com instâncias
encontradas na literatura.

5 Resultados

Os algoritmos abordados foram programados em Visual Basic, versão 2010, e para o
desenvolvimento computacional foi utilizado um computador Sony com processador Intel
Core i5 com 640 GB de HD, 6 GB de RAM e sistema operacional Windows 7.

Foram utilizadas 10 (dez) instâncias, com 48, 52, 70, 76, 99 e 100 vértices da base TS-
PLIB. Com o propósito de avaliar o desempenho do algoritmo proposto neste trabalho, em
relação à qualidade das soluções obtidas e o tempo computacional necessário à obtenção da
solução ótima. Efetuou-se 10 (dez) simulações para cada problema teste, adotando-se como
critério de parada o número máximo de iterações, determinando-se os desvios percentuais
(erros), indicados por [10], da seguinte forma: Dp = 100(Media−Otima)/Otima.

Onde Media é a média entre as 10 (dez) simulações efetuadas em cada instância no
algoritmo proposto e Otima é a solução ótima global dos problemas testados.

Na Tabela 1 são apresentados os resultados da implementação do algoritmo utilizado
neste trabalho. Destacando-se nas duas primeiras colunas, respectivamente, o nome das
instâncias com o número de vértices e as respectivas soluções ótimas. Nas colunas seguintes
são apresentadas as soluções obtidas pelo algoritmo proposto, os desvios percentuais e os
tempos médios computacionais (em segundos).

Com as informações da Tabela 1, constatou-se que o algoritmo proposto apresentou
em 70% das instâncias soluções ótimas. O tempo computacional do algoritmo proposto é
crescente à medida que se aumentam os dados de entrada.

Em 30% das instâncias testadas não se atingiu a solução ótima, mas os desvios apresen-
tados pelo algoritmo proposto foram menores que 1%, mostrando que o mesmo apresenta
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boa qualidade de solução.

Tabela 1: Resultados obtidos pelo algoritmo proposto (EDDpcv).

Instâncias Ótimo Média Dp Tempo(s)

att48 10628 10628 0,00 4,32

berlin52 7542 7543 0,01 4,91

kroA100 21282 21282 0,00 38,73

kroB100 22141 22210 0,31 35,20

kroC100 20749 20954 0,99 66,35

kroD100 21294 21294 0,00 41,63

kroE100 22068 22068 0,00 79,87

pr76 108159 108159 0,00 15,72

rat99 1211 1211 0,00 31,39

st70 675 675 0,00 6,60

O maior tempo computacional, 79,87 segundos, deu-se na instância kroE100, onde se
atingiu a solução ótima em todas as simulações efetuadas.

A pesquisa ainda encontra-se em andamento e segue para verificação de seus resultados
com outros métodos.

6 Conclusões

Neste trabalho apresentou-se uma nova abordagem heuŕıstica para o problema de ro-
teirização, Caixeiro Viajante, apresentando uma proposta de adaptação do operador de
mutação diferencial do algoritmo Evolução Diferencial, desenvolvido inicialmente para
problemas onde o espaço solução é cont́ınuo. Os testes foram realizados com 10 (dez)
instâncias, onde soluções ótimas foram utilizadas para comparação.

O algoritmo proposto obteve, na maioria das instâncias testadas, soluções ótimas e
considera-se aceitáveis os tempos computacionais necessários para atingir os melhores
resultados.

Problemas de roteirização requerem, geralmente, que o algoritmo seja utilizado de
forma constante. Desta forma, torna-se prefeŕıvel que o algoritmo apresente um tempo
computacional adequado com a oferta na qualidade da solução. Como exemplo pode-se
citar o planejamento de um transporte escolar onde a economia no percurso percorrido é
um benef́ıcio diário aos usuários deste recurso. Desta forma, o algoritmo proposto é viável
na aplicação aos tipos de problemas abordados neste trabalho.
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Modelos e Algoritmos. Campus, 2. ed., Rio de Janeiro, 2005.

[5] A. C. B. Guedes, J. N. F. Leite, D. J. Aloise. Um algoritmo genético com infecção viral
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