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Resumo. Apresentamos neste trabalho a musica como ferramenta para a motivacdo do
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1 Introducao

O som encanta o ser humano desde a antiguidade e, através de batidas entre objetos
ou da prépria voz, a musica pode ser constituida.

Segundo Abdounur [1], desde os tempos mais remotos é possivel observar a relagao
entre a Matematica e a musica como na flauta apresentada na Figura 1(a), com idade entre
43000 e 82000 anos. A Figura 1(b) destaca a flauta feita de osso de abutre. Em ambas,
pela distancia entre os furos, percebeu-se que ha uma relagdo matematica envolvida.

Figura 1: (a) Flauta de osso de urso [1]; (b) flauta de osso de abutre [6].
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E por que falar de misica enquanto se ensina um conteido matematico?

Apesar das pessoas apreciarem a musica muitas vezes nao percebem que por tras dos
sons e de suas combinacoes existe uma teoria matematica que define regras para uma
relagdo harmoniosa, ou seja, uma musica agradavel para quem ouve.

A miusica permite promover a interdisciplinaridade que deve estar presente nas salas
de aula. Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) [2] destacam a construgao de um
projeto curricular interdisciplinar para a melhoria do ensino e a musica pode ser um dos
instrumentos a constribuir para esse fim .

Ainda, de acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Bésica (LDB) [7], a
musica utilizada na préatica disciplinar promove a facilitacao da aprendizagem e a socia-
lizacao.

2 A Historia da Matematica e da Musica

Os primeiros registros da relacao entre a Matematica e a musica surgiram no século VI
a.C. através do experimento realizado por Pitdgoras no monocérdio. Ele descreveu como
tornar os sons agradaveis ao ouvido humano. [3]

Na Idade Média foram apresentados estudos mais complexos para promover alguns
ajustes na escala apresentada por Pitdgoras. Ja no Renascimento houve um avanco e a co-
plexificacao musical, ndo baseadas apenas nos nimeros racionais como mostrou Pitagoras
mas também em nimeros irracionais. Um dos destaques nesse periodo foi Jean-Baptiste
Joseph Fourier (1768-1830), que, com suas pesquisas, tornou possivel a compreensao do
som e do timbre. [1]

No século XVIII, um dos principais objetivos era calcular uma altura fundamental
e seus harmonicos. D’Alambert mostrou que um som era a superposicao de diversos
harmonicos, ou seja, a superposicao de seus modos simples com distintas amplitudes e,
para isso ele utilizou o Teorema de Fourier que se transformou no fundamento para anélise
de harmonicos, consonancia/dissonancia, batimentos e outros. Tal teorema ficou conhecido
como a Lei de Ohm da Acustica. [5]

3 A Musica e a Série de Fourier

Segundo Ramalho [10] as ondas sonoras sao ondas mecanicas longitudinais associadas
a uma variacao de pressdo ou seja compressoes e rarefacoes. As ondas mecanicas podem
ser classificadas, de acordo com a direcao da vibragao, em transversais, Figura 3(a) e
longitudinais Figura 3(b).

Para se obter o timbre graficamente soma-se as ondas senoidais (ou cossenoidais) que
representam os sons puros, chamados de harménicos. A soma das ondas senoidais (ou
cossenoidais) ¢ obtida através da Série de Fourier.
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Figura 2: Representacao de ondas: (a) transversais; (b) ondas longitudinais. [8]

3.1 A Série de Fourier

Em Zill [11], uma funcao é considerada como uma generalizagao de um vetor e conceitos
como produto interno e ortogonalidade podem ser estendidos as fungoes.

Definigao 3.1. Duas fungoes f1 e fo sdo ortogonais em um intervalo |a,b] se

b
(f1, f2) = / fi(x) fo(x)dx = 0.

Definigao 3.2. Diz-se que um conjunto de fung¢ées com valores reais {po(z), ¢1(x), p2(x), ...}
é ortogonal em um intervalo [a,b] se

b
(¢m7 ¢n) = / ¢m($)¢n($)d$ =0,m 75 n.

Considerando que

T 27 T 27 3
1,cos —x,cos —ux, ..., sen—x, sen—x, sen—x, ...
p p p p p

é ortogonal no intervalo [—p,p| e supondo que f seja uma funcao definida no intervalo
[—p, p] e que possa ser desenvolvida na série trigonométrica

o
flz) = 0 + Z (an cos n—ﬂa: + bnsenn—ﬂx). (1)
2 n=1 p p

Para determinar os coeficientes {ag, a1, ag, ..., b1, ba, ...} emprega-se:

P P > P P
/ f(x)dx = ao/ dzr + Z <an/ cos L xdz + bn/ sennixdx). (2)
—p 2 Jp o— —p p —p

p

Por ortogonalidade, o membro direito da equagao (2) se reduz a um tnico termo e,
consequentemente,
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4
P p P
/ f(z)dz = a0 dr = @aj‘ = pay. (3)
L 2/, 21,
Resolvendo a equagao (3) em relagao a ag, obtém-se
1 [P
[ty (4)
PJ—p
Multiplicando a equagao (1) por cos(mmax/p) e integrando, tem-se
/ f(x) cos —a:dx = / cos —:Udfm—
mm nm » mm nm
Z ( cos —ax cos —axdr + b, [ cos —xsen—xdac). (5)
— p p D p
Por ortogonalidade, a equagao (5) se reduz a
P
/ f(z) cos " da = anp
—p P
e

1 [P
= / f(z) cos L
pJ, p
Finalmente, multiplicando a equagao (1) por sen(mmz/p) e integrando obtém-se
1 [P
= / f(x)sen@:rdx. (6)
pJ, p

Definicao 3.3. A Série de Fourier de uma fun¢ao f definida no intervalo (—p,p) €
dada por

o0
flx) = S Z (an cos L+ bnsennlx)
2~ p p

onde

1 [P 1 [P 1 [P
= / f(z)dz, an= / f(x) cos n—ﬂda:, by, = / f(x)senni:vd:c.
pJ, pJy p pJ, p

A onda resultante da soma corresponde a uma determinada nota musical e possui um
timbre caracteristico que depende da soma dos harmoénicos escolhidos. Os harmonicos e
suas respectivas amplitudes podem ser escolhidos de formas diversas, obtendo-se assim os
mais variados timbres.
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4 Atividades utilizando simuladores iterativos

Depizoli [4] apresenta algumas sugestoes de atividades utilizando simuladores interati-
vos associando a Matematica e a Fisica através de imagens intuitivas de formas de ondas
no estudo de fungoes trigonométricas. Uma de suas sugestdes é o uso dos simuladores
do site PhET Interactive Simulations [9] como “Som”, Figura 3(a), e “Fourier: criando
ondas”, Figura 3(b).
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Figura 3: Simuladores interativos: (a) Som; (b) Fourier: criando ondas.

4.1 Simulador Interativo “Fourier: criando ondas”

O simulador “Fourier: criando ondas”possibilita desenvolver atividades nos ambien-
tes Discreto, Jogo das Ondas e Discreto para Continuo, construindo ondas como uma
combinagao das fungoes seno e cosseno.

e No ambiente Jogo das Ondas o aluno tem por objetivo descobrir quais sao as
funcoes que compdem a funcio soma, através de tentativas e erros. E recomendado
comecar em um nivel baixo e depois passar para um nivel superior. Essa é uma forma
descontraida de compreender o conceito de harmonicos, que o timbre resulta da soma
desses harmonicos e pode ser representado através da composicao das fungoes seno
€ Ccosseno.

e no ambiente Discreto, Figura 4(a), os alunos poderao definir o nimero de harménicos,
escolher como ouvir o som emitido. Nessa atividade espera-se que os alunos possam
associar o grafico obtido aos sons produzidos; analisar a amplitude, o comprimento
de onda e o periodo e a soma expandida, Figura 4(b).
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Figura 4: (a) Exemplo de atividade no ambiente interativo Discreto ; (b) soma expandida da

funcao obtida.

e No ambiente Discreto para Continuo, o aluno pode explorar os espacamentos en-
tre as componentes de Fourier, seus coeficientes, o comportamento das componentes
e a combinacao destas componentes e analisar os graficos obtidos. Este ambiente
requer mais orientacao do que os anteriores.

5 Conclusoes

Com um carater ludico, a musica pode despertar o interesse de conteiidos matemaéticos
como fracoes, progressoes e fungoes trigonométricas.

O conhecimento das Séries de Fourier é importante aos professores da Educacao Basica
pois, juntamente com os simuladores intuitivos, fornecem um suporte para o ensino de

fungoes trigonométricas.

Os simuladores intuitivos sao acessiveis e instigantes e podem facilitar a compreensao
dos elementos envolvidos no estudo de fungoes trigonométricas. E fundamental elaborar
um roteiro para que tais atividades atinjam o seu objetivo.
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