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Resumo. Estudamos neste trabalho os aspectos matemáticos e numéricos de uma equação
de Schrödinger não linear em domı́nio não-ciĺındrico para o caso unidimensional. Uma
mudança da variável permitirá transformar o problema em estudo em um equivalente, com
domı́nio ciĺındrico, permitindo obter a existência e a unicidade da solução utilizando o
método de Galerkin e resultados de compacidade. Vamos aplicar o método dos elementos
finitos no espaço associado e o método de diferenças finitas na parte temporal, para obter
uma solução numérica aproximada. O sistema não linear resultante será resolvido pelo
método de Newton. Além disso, faremos uma análise da taxa de convergência dos métodos
aplicados.
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1 Introdução

Sejam α (t), β (t) funções reais definidas sobre os números reais não negativos [0,∞),
com β (t) > α (t) para todo t ≥ 0. Para cada t ∈ [0, T ], T um número real positivo,
consideramos os subconjuntos Ωt = {x ∈ R; α (t) < x < β (t)} ⊂ R. Denotaremos Q̂ o
domı́nio não ciĺındrico R2 definido por

Q̂ =
⋃

0<t<T

{Ωt × {t}}

com fronteira lateral regular Σ̂ =
⋃

0<t<T

{Γt × {t}}, em que Γt = {α (t) , β (t)}.
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Nesse trabalho consideramos a seguinte equação de Schrödinger não linear
u′ − i∆u+ |u|ρ u = f̂ , ∀ (x, t) em Q̂,

u = 0 em Σ̂,
u (x, 0) = u0 (x) em Ω0.

(
i2 = −1

)
(1)

A metodologia empregada no estudo do problema (1) consiste, inicialmente, em trans-
formá-lo em um problema definido em um domı́nio ciĺındrico. Para isto observamos que,
quando (x, t) varia em Q̂ o ponto (y, t) , com y = (2x− α (t)− β (t)) /γ (t), em que
γ (t) = β (t) − α (t), varia no ciĺındro Q = (−1, 1) × (0, T ). A partir dáı consideramos

o Difeomorfismo τ : Q̂ −→ Q, definido por T (x, t) =
(2x− α (t)− β(t)

γ (t)
, t
)

. Dessa forma,

a mudança de variável u (x, t) = v (y, t) transforma o problema (1) no seguinte problema
equivalente 

v′ − a (y, t) vy − i
4

γ2
vyy + |v|ρ v = f em Q,

v = 0 em Σ,
v (y, t) = v0 (y) em Ω,

(
i2 = −1

)
(2)

em que a(y, t) =
γ′(t)y + α′(t) + β′(t)

γ(t)
e f(y, t) = f̂

(γ(t)y + α(t) + β(t)

2
, t
)

.

Para estudarmos o problema (2), precisamos das seguintes hipóteses:
(H1) α (t) , β (t) ∈W 2,∞

loc ([0,∞));
(H2) ∃ γ0 > 0 tal que γ (t) = β (t)− α (t) ≥ γ0, para todo t ≥ 0;
(H3) 0 ≤ ρ <∞.

Há uma extensa literatura dispońıvel para o estudo da equação de Schrödinger definida
em domı́nio ciĺındrico, veja por exemplo a referência [1] e suas referências relacionadas.
Em [4], Lions investiga a existência e unicidade de solução para a equação de Schrödinger
com uma não linearidade do tipo |u|ρ u, a mesma aqui considerada, porém o problema por
ele estudado estava definido em um domı́nio ciĺındrico. Em nosso estudo, consideramos
a mesma mudança de variável empregada em [7], na qual os autores obtém a Contro-
labilidade Exata para a equação de Schrödinger linear u′ − i∆u = 0 em um domı́nio
não-ciĺındrico. A novidade deste trabalho é a utilização desses resultados no estudo de
uma equação de Schrödinger não linear em domı́nio não-ciĺındrico. Até onde sabemos,
esta é a primeira vez que isso é realizado.

O objetivo deste trabalho é aplicar o método dos elementos finitos no espaço e o método
das diferenças finitas no tempo, e, resolver o sistema não linear resultante pelo método de
Newton. Além disso, simulações numéricas são apresentadas com dois tipos de fronteira
móvel, mostrando a ordem de convergência do método empregado em uma tabela com
sequências de malhas e os gráficos da solução aproximada.

2 Existência e unicidade

Teorema 2.1. Assumindo as hipóteses (H1) − (H3), consideramos o dado inicial u0 ∈
H1

0 (Ω0) e f̂ ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (Ωt)
)
, então existe uma função u : Q̂ −→ C tal que
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1. u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ωt)) ∩ Lp(0, T ;Lp(Ωt)), com p = ρ+ 2;

2. u′ ∈ Lp′(0, T ;H−1(Ωt)), com p′ = ρ+2
ρ+1 ;

3. u′ − i∂
2u

∂x2
u+ |u|ρ u = f̂ em L

ρ+2
ρ+1 (0, T ;H−1(Ωt));

4. u(0) = u0 em Ω0.

Devido ao difeomorfismo T , temos que u é uma solução do problema (1) pelo Teorema
(2.1) se, e somente se, v é uma solução do problema (2) pelo seguinte teorema.

Teorema 2.2. Assumindo as hipóteses (H1) − (H3), consideramos o dado inicial v0 ∈
H1

0 (Ω) e f ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), então existe uma função v : Q→ C, tal que

1. v ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ Lp(0, T ;Lp(Ω)), com p = ρ+ 2;

2. v′ ∈ Lp′(0, T ;H−1(Ω)), com p′ = ρ+2
ρ+1 ;

3. v′ − γ′y + α′ + β′

γ

∂v

∂y
− i 4

γ2
∂2v

∂y2
+ |v|ρ v = f em L

ρ+2
ρ+1 (0, T ;H−1(Ω));

4. v(0) = v0 em Ω.

O problema (2) é definido em um domı́nio ciĺındrico, portanto, podemos usar o método
de Galerkin e resultados de compacidade para provar o Teorema (2.2), ver [3].

3 Simulação Numérica

Vamos obter a solução numérica do problema em estudo para o caso unidimensional.

3.1 Método de Galerkin e sistema aproximado

Para cada m, seja Vm = [w1, w2, . . . , wm], em que (wj)j∈N é uma base Hilbertiana
de V = H1

0 (−1, 1). Assim, o problema aproximado consiste em determinar uma função
vm : [0, T [→ Vm, dada por vm(y, t) =

∑m
k=1 ck(t)ϕk(y), com ck sendo os coeficientes a

determinar, satisfazendo∣∣∣∣∣∣ (v′m(t), w)−
(
a(t)

∂vm(t)

∂y
, w
)

+ i
4

γ2

(∂vm(t)

∂y
,
∂w

∂y

)
+(|vm(t)|ρ vm(t), w) = (f(t), w) em Q,

(3)

para todo w ∈ Vm, com vm = 0 em Σ e vm(0) = v0m.

Substituindo a definição de vm em (3) e tomando em particular w = ϕj , para todo
j = 1, · · · ,m, obtemos o seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias

Ac′(t)−BT c(t) + i
4

γ2
Dc(t) +R(c(t)) = F, (4)
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em que

A = [akj ] = (ϕk, ϕj), B = [bkj ] =
(
a(t)

∂ϕk
∂y

, ϕj

)
, D = [dkj ] =

(∂ϕk
∂y

,
∂ϕj
∂y

)
,

R(c(t) = [rkj(c(t))] =
(∣∣∣ m∑

i=1

ci(t)ϕi

∣∣∣ρ m∑
k=1

ck(t)ϕk, ϕj

)
, F = [fkj ] = (f, ϕj),

e c(t) = [c1(t), c2(t), · · · , cm(t)]T é o vetor incógnita.

O sistema (4) é um sistema não linear de equações diferenciais ordinárias de primeira
ordem. Utilizamos o método dos elementos finitos tomando como base polinômios lineares
por partes.

3.2 Método de diferenças finitas

Como a solução anaĺıtica do sistema não linear não é conhecida, vamos introduzir
um método numérico utilizando diferenças finitas para obtermos uma solução discreta no
tempo.

Seja 0 = t1 < t2 < . . . < tN = T uma discretização uniforme do intervalo de tempo
[0, T ], T > 0. O método consiste em substituir as derivadas da EDO por aproximações
constrúıdas por diferenças finitas.

No sistema (4), tomando a média da equação nos tempos tn+1 e tn e denotando cn =
c(tn), obtemos que∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

2
A((c′)n+1 + (c′)n)− 1

2
((BT )n+1cn+1 + (BT )ncn)

+
1

2
i
( 4

(γ2)n+1
cn+1 +

4

(γ2)n
cn
)
D +

1

2
(R(cn+1) +R(cn))

=
1

2
(Fn+1 + Fn).

(5)

Buscando diminuir o custo computacional, aproximações de segunda ordem foram
consideradas para o termo envolvendo a derivada temporal, ver [3], resultando no seguinte
sistema no tempo discreto t = tn

Mn+1cn+1 + ∆tR(cn+1) +Mn = 0, (6)

em que

Mn+1 = 2A−∆t(BT )n+1 + i ∆t
4

(γ2)n+1
D,

Mn = ∆tR(cn)−∆t(Fn+1 + Fn)−
[
2A+ ∆t(BT )n − i ∆t

4

(γ2)n
D

]
cn.

Como o sistema (6) é não linear, para cada n, vamos utilizar o método de Newton para
encontrarmos a solução cn+1.
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3.3 Solução do sistema não linear

Encontrar a solução do sistema não linear (6), para cada passo de tempo n, é equi-
valente a encontrar a solução X = cn+1 que satisfaça G(X) = 0, dado por G(X) =
Mn+1X + ∆tR(X) +Mn.

Utilizamos o método de Newton para encontrar a raiz da função G. Para cada n
fixo, seja X1 = Cn a primeira aproximação para a solução de G(X) = 0. Pela solução
do sistema linear J(G(Xj)) · sj = −G(Xj), j = 1, 2, . . . encontramos uma sequência de
soluções aproximadas, em que Xj+1 = sj + Xj e J(G(Xj)) é a matriz Jacobiana de G
calculada em Xj . O critério de parada utilizado foi o ‖Xj −Xj−1‖∞ < 10−12.

4 Simulação numérica

Nessa seção vamos apresentar alguns exemplos utilizados no estudo da influência da
fronteira na equação de Schrödinger não linear. A implementação foi realizada no MatLab.

Verificamos a ordem de convergência, considerando discretizações idênticas para o
espaço e tempo, denotadas por hi. Para cada hi, seja Ei o erro da solução aproximada na
norma de L∞(0, T ;L2(Ω)). Desta forma, para hi+1 = hi/2, a taxa de convergência é dada
por p = ln (||Ei||/||Ei+1||) / ln(2), ver [6].

Em todas as simulações numéricas consideramos Ω = [−1, 1] e o tempo final T = 2.
As fronteiras α(t) e β(t) foram escolhidas de modo que a função γ(t) tenha uma pequena
variação em sua amplitude. Para isso, consideramos os seguintes tipos de fronteiras:
Fronteira 1: α(t) = 0.01e(−t−1) − 1 e β(t) = 1 − 0.01e(−t−1) e Fronteira 2: α(t) =
(cos(2πt)− 3)/4 e β(t) = (16t+ 1)/(16t+ 2).

A figura (1) representa as funções β(t) e α(t) das fronteiras 1 e 2, respectivamente.

(a) Fronteira 1. (b) Fronteira 2.

Figura 1: Funções β(t) e α(t) das fronteiras 1 e 2.

Notemos que, na fronteira 1, a amplitude de γ(t) varia no máximo 0.0073, e que, na
fronteira 2, a amplitude de γ(t) varia de 1.25 a 1.75. Além disso, a fronteira 2 foi escolhida
para estudarmos o comportamento da solução com fronteiras não crescentes.

No exemplo a seguir, substitúımos a solução v no sistema (2) para construir a função
f e as condições iniciais, e apresentamos as taxas de convergências.
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Exemplo: Consideramos como solução exata a função v(y, t) = sen(πy)(cos(πt) + 2) +
isen(πy)(cos(πt) + 2).

A tabela 1 apresenta a taxa de convergência p da solução numérica vm para ρ = 0, . . . , 3
com Fronteira 1. Os resultados numéricos mostram que a ordem de convergência do erro
associado aos métodos aplicados é quadrática no tempo e no espaço.

pvm
hi ρ = 0 ρ = 1 ρ = 2 ρ = 3

2−5 − − − −
2−6 1.9991 2.0183 2.0887 2.1930

2−7 2.0007 2.0051 2.0002 2.3052

2−8 1.9998 2.0006 2.0001 2.2291

2−9 2.0000 2.0004 2.0000 2.0077

2−10 2.0000 2.0001 2.0000 2.0024

2−11 2.0000 1.9984 1.9995 2.0005

Tabela 1: Fronteira 1: Ordem de convergência.

A tabela 2 apresenta a taxa de convergência p da solução numérica vm para ρ = 0, . . . , 3
com Fronteira 2. Como no caso anterior, os resultados numéricos também mostraram que
a ordem de convergência do erro associado aos métodos aplicados é quadrática no tempo
e no espaço.

pvm

hi ρ = 0 ρ = 1 ρ = 2 ρ = 3

2−5 − − − −
2−6 2.1602 2.2081 2.1032 2.1941

2−7 2.1468 1.9914 2.0003 2.3107

2−8 2.0492 2.0014 1.9999 2.2190

2−9 2.0205 2.0006 2.0000 2.0191

2−10 2.0058 2.0001 2.0000 2.0043

2−11 2.0006 2.0002 1.9999 2.0012

Tabela 2: Fronteira 2: Ordem de convergência.

A partir da análise de convergência do problema com fronteira fixa, retornamos ao
problema original (1) realizando a mudança de variável de y ∈ [−1, 1] para x, com α(t) ≤
x ≤ β(t), a partir do difeomorfismo.

A figura 2 representa a parte real da solução numérica com as fronteiras 1 e 2, respec-
tivamente, para ρ = 2 e hi = 28. Lembramos que a parte imaginária da solução é igual a
parte real.
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(a) Fronteira 1 e ρ = 2. (b) Fronteira 2 e ρ = 2.

Figura 2: Solução numérica.

5 Conclusões

Neste trabalho, apresentamos resultados teóricos e numéricos de uma equação de
Schrödinger não linear em domı́nio não-ciĺındrico para o caso unidimensional. Desta-
camos o fato de não precisarmos adicionar hipóteses sobre as funções α e β para restringir
o comportamento da fronteira. Essa restrição pode ser observada em trabalhos como [2]
e [5], onde α′ < 0 e β′ > 0. Os resultados numéricos foram satisfatórios, indicando que
a ordem de convergência é quadrática no espaço e no tempo, como era esperado para a
norma L∞(0, T ;L2(Ω)).
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[3] D. C. R. Gomes, Análise Teórica e Computacional de uma Equação de Schrödinger
Não Linear com Fronteira Móvel, Dissertação de Mestrado, PPGI - UFRJ, 2015.
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