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Resumo. Estudamos neste trabalho os aspectos matemaéticos e numéricos de uma equagao
de Schrodinger ndo linear em dominio nao-cilindrico para o caso unidimensional. Uma
mudanca da varidvel permitird transformar o problema em estudo em um equivalente, com
dominio cilindrico, permitindo obter a existéncia e a unicidade da solucao utilizando o
método de Galerkin e resultados de compacidade. Vamos aplicar o método dos elementos
finitos no espaco associado e o método de diferencas finitas na parte temporal, para obter
uma solucao numérica aproximada. O sistema nao linear resultante serd resolvido pelo
método de Newton. Além disso, faremos uma andlise da taxa de convergéncia dos métodos
aplicados.

Palavras-chave. Equacao de Schrodinger, Dominio Nao-Cilindrico, Método de Newton,
Simulagao Numérica.

1 Introducao

Sejam « (t), B (t) fungdes reais definidas sobre os nimeros reais nao negativos [0, 00),
com S (t) > a(t) para todo t¢ > 0. Para cada ¢t € [0,7], T um ndmero real positivo,
consideramos os subconjuntos Q; = {x € R; a(t) <z < ()} C R. Denotaremos Qo
dominio nao cilindrico R? definido por

Q= {x )

o<t<T

com fronteira lateral regular 3 = U {Ty x {t}}, em que I'y = {« (t), 5 (t)}.
0<t<T
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Nesse trabalho consideramos a seguinte equagao de Schrodinger nao linear

W —iAu+ [ufPu=f, ¥(z,t) em Q,
u=0em ¥, (i = —1) (1)
u(x,0) =wug (z) em Q.

A metodologia empregada no estudo do problema (1) consiste, inicialmente, em trans-
formé-lo em um problemaA definido em um dominio cilindrico. Para isto observamos que,
quando (z,t) varia em @ o ponto (y,t), com y = (2 —«a(t) — B (t)) /v (t), em que
v(t) = B (t) — a(t), varia no cilindro Q = (—1,1) x (0,7T). A partir dai consideramos

~ 20 —a(t) — B(t
o Difeomorfismo 7 : Q — @, definido por T (z,t) = ( i ((2) A( ),t). Dessa forma,
Y

a mudanca de varidvel u (x,t) = v (y,t) transforma o problema (1) no seguinte problema
equivalente

4
V' —a(y,t) vy —i—vyy +|v|’v=fem Q,
v=0em X, L=
v (y,t) =wvo (y) em €,

em que a(y, £) = V()y + ) +H1) flyt) = f(v(t)y +alt) + B(t) t)_

t 2

Para estudarmos o pr(jéle)ma (2), precisamos das seguintes hipdteses:

(H1) a (1), B(t) € W ([0,00));
(H2) 3 v > 0 tal que v (t) = B (t) — a(t) > 70, para todo t > 0;
(H3) 0 < p < 0.

H& uma extensa literatura disponivel para o estudo da equacao de Schrédinger definida
em dominio cilindrico, veja por exemplo a referéncia [1] e suas referéncias relacionadas.
Em [4], Lions investiga a existéncia e unicidade de solu¢ao para a equagao de Schrédinger
com uma nao linearidade do tipo |u|” u, a mesma aqui considerada, porém o problema por
ele estudado estava definido em um dominio cilindrico. Em nosso estudo, consideramos
a mesma mudanca de varidvel empregada em [7], na qual os autores obtém a Contro-
labilidade Exata para a equacao de Schrodinger linear v’ — iAu = 0 em um dominio
nao-cilindrico. A novidade deste trabalho é a utilizacdo desses resultados no estudo de
uma equacao de Schrédinger nao linear em dominio nao-cilindrico. Até onde sabemos,
esta é a primeira vez que isso é realizado.

O objetivo deste trabalho é aplicar o método dos elementos finitos no espago e o método
das diferencas finitas no tempo, e, resolver o sistema nao linear resultante pelo método de
Newton. Além disso, simulagoes numéricas sao apresentadas com dois tipos de fronteira
mével, mostrando a ordem de convergéncia do método empregado em uma tabela com
sequéncias de malhas e os gréaficos da solucao aproximada.

2 Existéncia e unicidade

Teorema 2.1. Assumindo as hipdteses (H1) — (H3), consideramos o dado inicial uy €
HE () e feL? (O,T; H} (Qt)), entao existe uma funcdo u: Q — C tal que
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1. uwe L0, T; H} (%)) N LP(0,T; LP(Q4)), comp=p+2;

2.4 € LP(0,T; H (%)), com p/ = Z—ﬁ;

0%u

2
0z2

4. u(0) =ug em Q.

A~ +2
3. u u+ulffu=f em Lﬁ(O,T;Hfl(Qt));

Devido ao difeomorfismo 7, temos que u é uma solugao do problema (1) pelo Teorema
(2.1) se, e somente se, v é uma solugao do problema (2) pelo seguinte teorema.

Teorema 2.2. Assumindo as hipdteses (H1) — (H3), consideramos o dado inicial vy €
H}(Q) e f e L*0,T; HY(Q)), entio existe uma fungdo v : Q — C, tal que

1. v € L®(0,T; HY(Q)) N LP(0,T; LP(Q)), com p = p+ 2;

/ -1 _ pt2,
2.0 e LP(0,T; H (), comp = yanE

! / / 2
Yy+ao +p 0v 4 0w P ot2 =1 .
v i e = f em LE0.TH )
4. v(0) = vy em Q.
O problema (2) é definido em um dominio cilindrico, portanto, podemos usar o método
de Galerkin e resultados de compacidade para provar o Teorema (2.2), ver [3].

3 Simulacao Numérica

Vamos obter a solugdo numérica do problema em estudo para o caso unidimensional.

3.1 Meétodo de Galerkin e sistema aproximado

Para cada m, seja V,, = [wi,wa,...,wy], em que (wj)jeny é uma base Hilbertiana
de V = H&(—l, 1). Assim, o problema aproximado consiste em determinar uma funcao
Um ¢ [0, T[— Vi, dada por v (y,t) = > 30 ce(t)er(y), com ¢ sendo os coeficientes a
determinar, satisfazendo

, Ovn (t) 4 /0un(t) Ow
(tin(t),w) = (o)) =5 2 w) i (F5 2 5 )
+(fom (B vm(t), w) = (£(B),w) em Q,

3)

para todo w € V;,,, com v, = 0 em X e vy, (0) = v
Substituindo a definicdo de vy, em (3) e tomando em particular w = ¢;, para todo
7 =1,---,m, obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias

AL() — BTe(t) + iszc(t) + R(c(t)) = F, ()
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4

em que
A= o) = on). B = Do) = (a0 %,05), D= L] = (5. 52).
Relt) = rise(t)] = (| ilcxtm ’éwm, o), F=li) = (f63),

e c(t) = [e1(t), ca(t), -, em(t)]T é o vetor incodgnita.

O sistema (4) é um sistema nao linear de equagoes diferenciais ordinarias de primeira
ordem. Utilizamos o método dos elementos finitos tomando como base polindmios lineares
por partes.

3.2 Meétodo de diferencas finitas

Como a solugao analitica do sistema nao linear nao é conhecida, vamos introduzir
um método numeérico utilizando diferengas finitas para obtermos uma solucao discreta no
tempo.

Seja 0 =t <ty < ... < ty =T uma discretizacao uniforme do intervalo de tempo
[0,7],T > 0. O método consiste em substituir as derivadas da EDO por aproximagoes
construidas por diferencas finitas.

No sistema (4), tomando a média da equagao nos tempos t,4+1 € t, e denotando ¢ =
¢(t,), obtemos que

S (@) = (BT 4 (BT )
= %(F”+1 +F").

Buscando diminuir o custo computacional, aproximacoes de segunda ordem foram
consideradas para o termo envolvendo a derivada temporal, ver [3], resultando no seguinte
sistema no tempo discreto t = t,

MLt L ALR(MTY) + M =0, (6)
em que
4
n+1 __ Ty\n+1 .
4
M™ = AtR(c") — At(F™ + F") — |24+ At(BT)" —i At (72)nD .

Como o sistema (6) é nao linear, para cada n, vamos utilizar o método de Newton para
encontrarmos a solucao ¢"t1.
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3.3 Solucgao do sistema nao linear

Encontrar a solugdo do sistema nao linear (6), para cada passo de tempo n, é equi-
valente a encontrar a solugdio X = c"*! que satisfaca G(X) = 0, dado por G(X) =
M1 X + AtR(X) 4+ M™.

Utilizamos o método de Newton para encontrar a raiz da fungdo G. Para cada n
fixo, seja X7 = C™ a primeira aproximacao para a solugao de G(X) = 0. Pela solugao
do sistema linear J(G(X;)) - s; = —G(Xj), j = 1,2,... encontramos uma sequéncia de
solugoes aproximadas, em que X1 = s; + X; e J(G(X;)) é a matriz Jacobiana de G
calculada em X;. O critério de parada utilizado foi o || X; — X;_1]|oc < 10712

4 Simulagao numérica

Nessa secao vamos apresentar alguns exemplos utilizados no estudo da influéncia da
fronteira na equagao de Schrédinger nao linear. A implementagao foi realizada no MatLab.

Verificamos a ordem de convergéncia, considerando discretizacées idénticas para o
espaco e tempo, denotadas por h;. Para cada h;, seja F; o erro da solucao aproximada na
norma de L>(0,T; L?(2)). Desta forma, para h;y1 = h;/2, a taxa de convergéncia é dada
por p = In (|| El|/]| Exx1]]) / In(2), ver [6]:

Em todas as simulagoes numéricas consideramos 2 = [—1,1] e o tempo final T' = 2.
As fronteiras a(t) e (t) foram escolhidas de modo que a fungao (¢) tenha uma pequena
variagao em sua amplitude. Para isso, consideramos os seguintes tipos de fronteiras:
Fronteira 1: a(t) = 0.01e-¢"Y — 1 e B(t) = 1 — 0.01e(-*"Y ¢ Fronteira 2: a(t) =
(cos(2nt) —3)/4 e B(t) = (16t + 1)/(16t + 2).

A figura (1) representa as fungoes 3(t) e a(t) das fronteiras 1 e 2, respectivamente.

1 T T T T T T T T 1

00095 08
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— B — B

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

(a) Fronteira 1. (b) Fronteira 2.
Figura 1: Fungoes §(t) e «(t) das fronteiras 1 e 2.

Notemos que, na fronteira 1, a amplitude de (¢) varia no maximo 0.0073, e que, na
fronteira 2, a amplitude de y(t) varia de 1.25 a 1.75. Além disso, a fronteira 2 foi escolhida
para estudarmos o comportamento da solugdo com fronteiras nao crescentes.

No exemplo a seguir, substituimos a solugao v no sistema (2) para construir a fungao
f e as condigOes iniciais, e apresentamos as taxas de convergéncias.
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Exemplo: Consideramos como solugao exata a fungao v(y,t) = sen(mwy)(cos(wt) + 2) +
isen(my)(cos(mt) + 2).

A tabela 1 apresenta a taxa de convergéncia p da solu¢ao numérica v, parap =0,...,3
com Fronteira 1. Os resultados numéricos mostram que a ordem de convergéncia do erro
associado aos métodos aplicados é quadratica no tempo e no espago.

h; p=01|p=1|p=2|p=3

2 5

2-6 11.9991 | 2.0183 | 2.0887 | 2.1930
2-7 1 2.0007 | 2.0051 | 2.0002 | 2.3052
9 8
2 9

1.9998 | 2.0006 | 2.0001 | 2.2291
2.0000 | 2.0004 | 2.0000 | 2.0077

2101 2.0000 | 2.0001 | 2.0000 | 2.0024
2-11 1 2.0000 | 1.9984 | 1.9995 | 2.0005

Tabela 1: Fronteira 1: Ordem de convergéncia.

A tabela 2 apresenta a taxa de convergéncia p da solugao numérica v,, parap =0,...,3
com Fronteira 2. Como no caso anterior, os resultados numéricos também mostraram que
a ordem de convergéncia do erro associado aos métodos aplicados é quadratica no tempo
€ no espago.

h; p=01]p=11]p=2| p=3
279 - - - -
276 121602 | 2.2081 | 2.1032 | 2.1941
277 | 2.1468 | 1.9914 | 2.0003 | 2.3107
278 12,0492 | 2.0014 | 1.9999 | 2.2190
279 | 2.0205 | 2.0006 | 2.0000 | 2.0191
27101 2.0058 | 2.0001 | 2.0000 | 2.0043
27111 2.0006 | 2.0002 | 1.9999 | 2.0012

Tabela 2: Fronteira 2: Ordem de convergéncia.

A partir da analise de convergéncia do problema com fronteira fixa, retornamos ao
problema original (1) realizando a mudanga de varidvel de y € [—1, 1] para z, com «(t) <
x < B(t), a partir do difeomorfismo.

A figura 2 representa a parte real da solugdo numérica com as fronteiras 1 e 2, respec-
tivamente, para p = 2 e h; = 28. Lembramos que a parte imaginaria da solucio é igual a
parte real.
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Reu, (x1) Reu, (x)

% N,=256 e 4 N=256 % N,=256 e 4 N=256

(a) Fronteira 1 e p = 2. (b) Fronteira 2 e p = 2.

Figura 2: Solugao numérica.

5 Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos resultados tedricos e numéricos de uma equacao de
Schrédinger nao linear em dominio nao-cilindrico para o caso unidimensional. Desta-
camos o fato de nao precisarmos adicionar hipdteses sobre as fungoes a e § para restringir
o comportamento da fronteira. Essa restri¢ao pode ser observada em trabalhos como [2]
e [5], onde &/ < 0 e ' > 0. Os resultados numéricos foram satisfatérios, indicando que
a ordem de convergéncia é quadratica no espaco e no tempo, como era esperado para a
norma L>®(0,T; L*(Q)).
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