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Resumo: Neste trabalho, apresentamos um método de pontos interiores com a resolucao do
sistema linear necessario em cada iteragao por métodos iterativos. Vamos utilizar o método
dos gradientes conjugados precondicionado para resolugao desse sistema linear. Em parti-
cular, precondicionadores adaptativos a este sistema linear foi aplicado em conjunto com o
método dos gradientes conjugados, obtendo assim bons resultados computacionais. O pre-
condicionador denominado fatoracao controlada de Cholesky(FCC) é utilizado nas iteragoes
iniciais e o precondicionador separador especialmente desenvolvido para iteragoes finais é
entao utilizado. No entanto, esta abordagem ainda nao é robusta porque para muitos pro-
blemas existe uma faixa no espectro das iteragoes onde a fatoragao controlada de Cholesky
ja nao ¢ eficiente e o precondicionador separador ainda nao obtém resultados satisfatérios.
Portanto, nossa proposta é combinar estes precondicionadores com o precondicionador de
Elman, visando obter um desempenho computacional ainda superior tanto no aspecto de
robustez como no tempo total de processamento. Desta forma, as qualidades dos precondi-
cionadores utilizados seriam combinadas melhorando a eficiéncia da abordagem.

Palavras-chave: Otimizacao, Programacao Linear, Precondicionadores, Gradientes Con-
jugados Precondicionados, Métodos de Pontos Interiores.

1 Introducao

Desde o surgimento dos métodos de pontos interiores para programagao linear, cédigos
computacionais sofisticados baseados nessas ideias vém se firmando como alternativas
eficientes para resolugao de problemas de grande porte com estruturas genéricas [4,6-9].
Cada iteragao de um método de pontos interiores envolve a solugdo de um ou mais sistemas
lineares [6,7]. Este é o passo mais caro deste método do ponto de vista computacional.
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Em aplicagoes reais esses sistemas quase sempre possuem dimensoes elevadas e alto grau
de esparsidade.

Usualmente métodos diretos sao utilizados para resolver esses sistemas. A abordagem
mais usada nas implementacoes existentes é a fatoracao de Cholesky nas equagdes normais
[4,6,7]. No entanto, por limitacoes de tempo e memoria seu uso torna-se inadequado em
muitos problemas de grande porte, fazendo com que abordagens iterativas sejam mais
adequadas [1,8,9].

O precondicionador fatoracao controlada de Cholesky, proposto em 1995 [3], pode ser
visto como uma variagao da fatoragao incompleta de Cholesky, onde o objetivo principal é
construir uma matriz precondicionada que possua os autovalores agrupados e préximos a
unidade, de forma a acelerar a convergéncia do método dos gradientes conjugados, através
do controle do niimero de elementos nao nulos na fatoragao.

O precondicionador separador foi proposto para sistemas aumentados originados de
métodos de pontos interiores em [8] para problemas de programacao linear, onde a principal
caracteristica dessa classe de precondicionadores é que ela apresenta melhores resultados
nas proximidades de uma solugao étima, quando os sistemas lineares ja sao muito mal
condicionados.

2 Problemas de Programacao Linear

Consideremos o seguinte problema de programacao linear na forma padrao:

minimizar ¢tz

s.a Az =b, (1)
z >0,

onde A € R"™*" ¢,z € R", e b € R™. O problema (1) é chamado primal e associado a este
problema tem-se o problema dual, que é dado por

maximizar bly
s.a Aly+2 =g, (2)
z >0,

onde y € R e z € R".
Os problemas (1) e (2) juntos s@o chamados de par primal-dual. As condigoes de
otimalidade de primeira ordem (Karush-Kuhn-Tucker) dos problemas (1) e (2) sdo dadas

por:
Ax —b=0,
Aly +2—¢c=0,

XZe=0, (3)
(x,z) > 0.

onde X = diag(x), Z = diag(z) e e € R™ é o vetor com todas as coordenadas iguais a um.
Uma solucao deste problema pode ser obtida resolvendo o sistema de equacdes nao
lineares (3). Se (z,y,z) for uma solugdo do problema (3), entdo = e (y,z) s@o solucoes
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6timas de (1) e (2), respectivamente. Um ponto (x,y, z) é dito ser factivel se ele satisfaz
o conjunto de restrigoes dos problemas primal e dual. O ponto é dito ser interior se
(x,z) > 0.

3 Meétodos Primais-Duais de Pontos Interiores

Estes métodos, como o préprio nome sugere, buscam uma solugao étima do problema
de programacao linear percorrendo o interior do ortante positivo. Os métodos de pontos
interiores podem ser classificados como primal, dual e primal-dual dependendo do espaco
em que estao sendo realizadas as iteracoes. Alternativamente, eles podem ser classificados
em trés categorias: métodos afim escala, métodos de redugdo de potencial e métodos
de trajetéria central. A classe de métodos de pontos interiores que possui as melhores
propriedades praticas e tedricas sao os chamados métodos primais-duais pertencentes a
categoria trajetéria central. Por isso, em nosso trabalho nos restringiremos ao estudo de
um método primal-dual preditor corretor pertencente a esta classe.

Os métodos primais-duais de pontos interiores podem ser vistos como aplicagées do
método de Newton para calcular aproximacoes da solucao de uma sequéncia de sistemas
nao lineares (3) perturbados por um parametro p.

Ax —b
Fu(z,y,2) = Aly+z—c | =0, (z,2) >0. (4)
—XZe+ pe

Notemos que se = 0, entao os problemas (3) e (4) sao equivalentes. Assim a solugdo
do problema (4) se aproxima da solugao do problema (3) conforme y — 0. Um método
primal-dual obtém uma solugao aproximada para o problema gerando uma sequéncia de
pontos (zF, 4, 2¥) e de parametros p*. A cada iteracdo do método é aplicado um passo do
método de Newton para resolver o sistema (4), com um dado parametro p*. A direcio de
Newton A = (Ax, Ay, Az) é obtida da solucao do seguinte sistema de equagoes lineares:

A 0 O AV b— Az¥ Tp
0 A' T AyF | = c—2F A%k | =] rqg |. (5)
zZ 0 X Ak ke — Xk Zke Tk

O novo ponto é dado por
(:Bk-i-l’yk-i-l,zk:-i-l) _ (xk,yk, Zk) + (aprk,adAyk,adAzk),

onde ay, e ag sao os tamanhos do passo primal e dual, respectivamente e preservam a nao
negatividade das varidveis x e z.

4 Método Preditor-Corretor

O método preditor-corretor difere do método de pontos interiores primal-dual, no
calculo da direcao de Newton. A direcdo de Newton A = (Ax, Ay, Az) é decomposta
em duas partes, A = A, + A..
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O termo A, é obtido resolvendo o sistema (5) para u = 0. A componente A\,, conhecida
como direcao afim, é responsavel por determinar uma melhor predi¢ao para o parametro
da barreira. Este parametro é escolhido usando a seguinte heuristica

. ((:ck + apaAaxk)t(zk + agaNaz®) P (zF 4 apaAaxk)t(zk + agaNaz®)
(2F)iF

: G
onde apq € agg SA0 08 Passos que preservam a nao negatividade das variaveis x e z. [7]
sugere que o valor do expoente seja p = 2 ou p = 3.
A diregao corretora, A, é dada por,

A 0 0 Ak 0
0 A' T Ay | =1 0 |. (7)
Z 0 X A T'm

onde,
N XF = diag(Aa:Ek), N ZF = diag(Aazk) e Ty = ,uke — N XFN, ZFe. (8)

O termo r,, tem por objetivo fazer com que a nova iteragao seja a mais central possivel
e fazer a correcao do termo nao linear.
Eliminando Az e Az em todos os sistemas teremos ADA!Ay = r.

5 Descricao do Problema

O precondicionamento é uma estratégia que deve ser aplicada aos métodos iterativos
para melhorar as caracteristicas de convergéncia de sistemas que possuem a matriz de
coeficientes com autovalores muito dispersos. Precondicionar um sistema linear baseia-se
em tornar a matriz dos coeficientes com condigoes desejadas para que o método que estd
sendo aplicado na resolucao do sistema seja eficiente.

Considerando o sistema linear Ax = b, sendo A uma matriz simétrica definida positiva
n X n, o objetivo do gradiente conjugado preecondicionado é aplicar o método do gradiente
conjugado no sistema transformado

Az =D,
com

A=D'AD™', z=Dxz, b=D""b,

e D simétrica definida positiva, devemos escolher D para que A seja bem condicionada ou
uma matriz com autovalores agrupados.

5.1 Fatoracao Controlada de Cholesky

Considere a matriz ADA! € R™*™ fatorada em

ADA' = LL' = LI' + R, (9)

sendo
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L: o fator obtido pela fatoracao completa de Cholesky;

L : o fator obtido pela fatoracéo incompleta de Cholesky;

R: matriz dos residuos.

Usando L como uma matriz precondicionadora para ADA?, obtém-se

LYADA'L™ = (L7'L)(L'L™Y = (L7*L)(L L)t
Definindo E = L — L e substituindo na igualdade acima temos
L'ADA'L™ = (I + L'E)I + L7'B).
Observemos que, quando L — L entdo E — 0 e portanto LADA!L~t — I.

A fatoragao controlada de Cholesky é construida com base na minimizacao da norma
de Frobenius de E, visto que, quando ||E|| — 0 implica ||R|| — 0.
5.2 Precondicionador Separador

Consideremos o seguinte precondicionador simétrico em blocos para o sistema aumen-

tado S A
F G —-D
-1 _ _
M _<H 7)onde5—< 0>.

Com ajustes adequados, a matriz precondicionada por M ~! é dada por,

vt (DAY o [ I+ DRAGH 4+ GADE 0 (10)
A 0 N 0 -D3!
sendo, ol o 1
M1 = < H2 0 )7G:HtD2B—1,HP:[IO] e AP' = [BN].

O sistema aumentado tem dimensao n + m, onde n é o numero de varidveis e m o
numero de restricoes do problema de programacao linear. Entdao podemos considerar que
o precondicionador reduz a dimensao do sistema aumentado para n, visto que a parte
inferior é formada apenas pela matriz diagonal Dél e, portanto de facil resolucao.

A redugéo a um sistema de equagbes normais resulta na matriz,

_1 _1
I, +Dg?>B 'NDyN'B™'D,2. (11)

Observe que a matriz precondicionada ¢é definida positiva e tem autovalores maiores ou
iguais a um, isto é, nao tem autovalores proximos de zero.

6 Abordagem Adotada

Abordagens de precondicionamento hibrida, usando a fatoracao controlada de Cho-
lesky e o precondicinador Separador, para o problema de programacao linear tém sido
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adotadas com sucesso [2,9]. No entanto, o estudo de novos precondicionadores, como o
precondicionador de Elman, podem melhorar consideravelmente a técnica. Neste trabalho,
propomos uma estratégia de resolugao do problema de programacao linear por meio de um
método de pontos interiores, usando o método dos gradientes conjugados precondicionado
com o precondicionador de Elman nas primeiras iteragoes e usando o método direto usual,
a fatoracao de Cholesky, nas demais iteragoes, para resolver os sistemas necessérios.

Para a matriz do sistema de equagoes normais ADA! o precondicionador de Elman [5]
fica da forma:

(AAH~1(ADAY)(AAH .

Utilizando o Matlab, realizamos testes com os problemas da netlib apresentados na Ta-
bela 1. Nos testes consideramos o uso do precondicionador de Elman apenas nas iteragoes
de 1 até 4. Todos os problemas testados foram resolvidos até a otimalidade, no entanto, os
melhores resultados, com relagao ao nimero de iteragoes do método de pontos interiores,
foram obtidos quando o precondicionador foi utilizado na primeira iteragdo e, também,
estao apresentados na Tabela 1. Os resultados encontrados sao promissores uma vez que o
ntmero de iteragoes do método de pontos interiores, para os problemas testados, estd com-
pativel com o esperado para o método. Dessa forma, vislumbra-se que em abordagens de
precondicionamento hibrido, o uso do precondicionador de Elman juntamente com os pre-
condicionadores Controlada de Cholesky e Separador possam proporcionar uma reducao
no tempo computacional total do método de pontos interiores.

Os testes foram realizados utilizando Mac OS X, com processador 1.8 GHz Intel Core
i5, memdria 4gb, 1600 MHz DDR3, através do software Matlab com precisao de 1078.

Tabela 1: Resultados obtidos

Problemas | Dimensao (m x n) ‘ Iteracoes GC ‘ Iteragoes PI ‘ Tempo(segundos) ‘

scsd8 397 x 2750 169 / 222 20 12.32
czprob 929 x 3562 214 / 420 85 224.16
nesm 662 x 3105 310 / 363 18 64.94
truss 1000 x 8806 122 / 129 33 273.87
adlittle 56 x 138 69 / 112 20 0.05
scsdl 77 % 760 30 / 52 14 0.13
scsd6 147 x 1350 44 /73 19 0.47
sc50b 50 x 78 52 / 86 13 0.04
scl105 105 x 163 74 / 140 15 0.24
scagr2b 471 x 671 146 / 468 29 19.95

7 Conclusao

Neste trabalho, problemas de programacao linear foram resolvidos por meio de um
método de pontos interiores no qual, nas iteracoes iniciais, foi utilizado o método dos
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gradientes conjugados precondicionado com o precondicionador de Elman. A fatoracao de
Cholesky foi utilizada nas demais. Os resultados obtidos sugerem que o precondicionador
de Elman tem potencial de ser utilizado em abordagens de precondicionamento hibrido
combinado com a controlada de Cholesky e o precondicinador separador, o que serd re-
alizado em trabalhos futuros quando uma implementacao em C do precondiciondor for
efetivada.
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