Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

Trabalho apresentado no XXXVIIIl CNMAC, Campinas - SP, 2018.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Estimativas para a norma do sup para uma equacao de
adveccao-difusao duplamente nao linear: o caso geral

Jocemar Q. Chagas!

Departamento de Matemaética e Estatistica, UEPG, Ponta Grossa, PR
Patricia L. Guidolin?

Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia, Viamao, RS

Paulo R. Zingano?

Departamento de Matematica Pura e Aplicada, UFRGS, Porto Alegre, RS

Resumo. Indicamos como é possivel usar algumas desigualdades de energia padrao para
obter, de uma forma relativamente curta, a derivacdo da seguinte estimativa fundamental
na norma do sup

||u(.,t)||Loo(Rn < K(mp,oqﬁ,/i).max{Hu(.,to)HLw(Rn); (B(to;t))% (Up(to;t))éz}’ Vit>0,

_ p(B+1)
onde 01 = SrerF— ST BTD n(aFB—r)+p(B+1)’
difusdo duplamente nao linear regularizada

e 0y = para solucoes da equacao de advecao-

ug + div(f(x,t,u)) = div(|u‘0‘|Vu|Bvu) +nAu,

quando f atende a condicOes gerais, expostas a seguir. B(to;t) e U,(to;t) também serdo
definidas a seguir.
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1 Introducao
Considemos o problema regularizado

up + div(f (z,t,u)) = div(|u!a|Vu\BVu) +nAu, zeR" t>0, (1)
u(-,0) =wug € LPO(R™)N L>®(R™),

onde 7 > 0 estd fixo e 1 < pg < oo é dado; « e 8 sao constantes, com «,5 > 0 e
a+ B > 0; e a funcio f(z,t,u) satisfaz |f(x,t,u)| < B(T)u|"™, onde B(T) < oo,
definida adequadamente para k > 0, V x € R", t > 0, u € R, denota a wvariagdo de
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f(z,t,u) em R™ e controla o tamanho de suas derivadas, e apresentaremos as ideias que
permitem obter para suas solucoes a seguinte estimativa fundamental na norma do sup:

(s )| poo gy < K (1,0, 0, B, /‘i)-maX{HU(',tO)HLm(Rn); (B(to;t))51 (Up(to;t))(sz}’ (2)
Vit>0,

bem como estipular os valores de d; e d2 para os quais a estimativa é valida. As grandezas
B(to;t) e Up(to;t) sdo definidas como B(to;t) := sup (B(7)), para 0 < to <t < Tk, e
t

to<t<

Up(to;t) 1=t S<up<t <||u(-,T)||Lp(Rn)>, para 1 < pg < p < co. A existéncia de solugao suave
0<r<

para o problema regularizado (1) em um determinado intervalo [0,7%) é garantida pela

teoria geral de equagoes parabdlicas (velr7 por ex., [6] ou [7}) As ideias aqui apresentadas

podem ser vistas com mais detalhes, por exemplo, em [1], onde estao aplicadas a uma

equagao um pouco mais simples; em [3], onde f(z,t,u) satisfaz a uma condigao adicional

de estabilidade, e ainda em [2] e em [5].

2 Resultados
Iniciamos derivando uma importante desigualdade de energia:

Proposicao 2.1. Seja u(-,t) € Lj5 ([0,T%), L>(R")) solug¢do de (1), para 0 < t < T.
Supondo uw € LP(R™) para algum p > pg, vale

Oy + (e =1) [ Juland] 7 [V, ) o <
<q(g—1) / |u(z, )| Vu(e, t) - fla, t,u) da. (3)
Rn

para todo q satisfazendo ¢ > p > py e q > 2, e para todo t € (0,Ty)\Ey, onde Eq C (0,00)
€ um conjunto de medida nula.

Idéia da prova: Para § > 0, R > 0 e 0 < ¢ <1 dados, multiplicamos a equacao em (1)
por ®%(u).Cr(x), onde ®s5(u) é a fun(;zio auxiliar definida por ®5(u) := u?, se ¢ = 2; ou
Ps(u) = (Ls(u))?, se ¢ > 2, com Lg(u) := [;'S(%)dv e S(v) é tal que S'(v) > 0, V v,
S(0)=0e S(v) =sgn(v),|v]| > 1;e {R( ) ¢ a funcao de corte definida por (gr(x) := 0, se
7| > R; ou (p(z) i= e~V I+l _ e=VIFR? g0 2| < R.

Apés integrar a equagao resultante

O (u) ue Cr(w) + (w) div (f (x,t,u)) Cr(z) =
= ®(u) div(|ul*|Vu|"Vu) Crlx) + P5(u) n Aulp()

sobre R™ x [tg,t], com 0 < tg < t < T, rearranjar adequadamente os termos, efetuar as
passagens ao limite com § — 0, R — oo, € — 0, e typ — 0, utilizando adequadamente os
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Teoremas da Convergéncia Dominada e da Convergéncia Mondtona e a Desigualdade de
Young, chegamos a

t t
oo oy a0 [ ol 2 ddr e nata = 1) [ [l e -

t
= Nt Oy +ala=1) [ [l Vu flo oy dear, @)

para g satisfazendo ¢ > p > pg e ¢ > 2. Se ¢ = 2, substituimos ®5(u) por u? no inicio e

(com pp < 2) chegamos a:

t t
2 «a
Hu(',t)HLQ(Rn) +2/0 /]Rn |u|® |Vl T2 dach—l—Qn/O /n \Vu|® dz dr =

t
2
— [l O + 2/ Vu-fleru)dedr. (5)
0 Jrn
Todos os termos em (4) e (5) apresentam integrais bem definidas e finitas, envolvendo
fungoes integraveis (a Lebesgue) nas regides indicadas. E necessério provar, de antemao,
que para algum p > pg e para qualquer ¢ satisfazendo ¢ > p e ¢ > 2 valem:

t t
// u(z, )97 | Vu(z, )P Pde dt < 0o e // lu(z, t)|972 |Vu(z, t)[*dz dt < co.
0 n 0 n

Aplicando o Teorema de Diferenciacdo de Lebesgue, para cada ¢ > p > pg, obtemos o
resultado desejado (3), para todo t € (0,T,)\Ey, e para ¢ satisfazendo a ¢ > p > pg e
qg>2.0

A seguir, para p > pog, alteramos a hipdtese pg < p < ¢ para op < ¢ < 00, com o satis-
fazendoaoc >1leoc > 1+ %, onde y_ denota a parte negativa de v = W (p

deve satisfazer, adicionalmente, a condigao p > W}, e, juntamente com a desigual-

dade de energia (3), usaremos a desigualdade de interpolagao do tipo Sobolev-Nirenberg-
Gagliardo (SNG):

(D) prgny < CllwC D) peany IV Ol Tpgny, ¥ w € CoR™), (6)
(R™) (R™) (R")

onde0<f<1,er,sepsatisfazemal<s<r<oo,1<p< oo,e%: (%—%)0—#@
(para maiores detalhes sobre esta desigualdade, ver, por ex., [4]), para provar, em duas
etapas, o que chamamos de Lema Fundamental, um resultado que relaciona as normas L4

e L7 das solugdes u(-,t):

Lema 2.1. (Lema Fundamental) Seja u(-,t) € LiS ([0,T%), L=(R™)) solu¢do do pro-

blema (1), para 0 < t < Ty. Se q satisfaz a ¢ > 2 e op < q < o0, entdo, para cada
0 <ty < Ty, vale

n(oc—1) (g—a)
Uy (to;t) <max { [t £0) | o geny 5 (@) Btos ) T Ut £) oo } , (7

n(oc—1)
_nlr—(a+p)] _(latatp)y e g 8
onde a = (B+1) e K(q) = B+2) (01) tot (Cz) +ath) |
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Idéia da prova: Na primeira etapa buscamos garantir algum controle sobre o comporta-
mento da norma L9 de u(-,t). Se em determinado ¢ € (0, T%), ocorre %||u(~,f)HLq(Rn) <
0, entdo Hu(',t)||Lq(Rn) estd decrescendo e, ao menos localmente, é finito. Porém, se

%Hu(-,f)HLq(Rn) > 0, entdo [[u(-,t)|| orn) Pode estar crescendo; mas conseguimos esti-
mar Hu(-,f)HLq(Rn) em funcao de ||u(-,f)||Lq/a(Rn), para algum o > 1; e podemos mostrar
também que ||u(-, )] La/o(rn) D80 estd crescendo (a0 menos em uma vizinhanga de t).

Dessa forma, Hu(‘,tA)HLq(Rn) serd finito, ao menos pontualmente: se u € LP(R"), para al-
gum p > pg, para qualquer g satisfazendo a ¢ > 2 e op < ¢ < 0o, com o satisfazendo as

hipéteses o > (1 + %) ep> w, se em algum t € (0,7%)\E, ocorre

>0,

L) e,

onde E;, C (0,00) é um conjunto de medida nula, podemos tomar a desigualdade (3),
descartando seu primeiro termo, majorar o lado direito, escolher o valor adequado para ~y
e usar cuidadosamente a desigualdade do tipo SNG dada em (6), com w(-,t) dado por

gta+p
w(z,t) = }u(m,t)| B+ VzxeR" Vit>0,

para obter, para q > 2:

n(B+2)(c—1)

- (B+2)Fno (@ FB)-7)
)]y < (L2 ”
RED TN (B+2)
n(B+2)(a+7)(o—1) (5+2)
(Cy) @reFmaEr2yiro (@A =1 (Cy) latots)
n(84+2)(c—1) q((ﬁBJjQZ)):n[((atBB)) w]]
TLU (&3
(B(f)) TR DR |u(-, { HZW o 5 ®)

Na segunda etapa eliminamos a dependéncia pontual de ¢: inicialmente, para cada ¢
satisfazendo a g > 2 e op < ¢ < 00, definimos

n(8+2)(c—1)
—no(y—(a n(B )(o—1) )
K(q) := (W) e (Cl)(q+a+ﬁ)[q?r52)+(5)+—wna<vl(aw» (Cy) Gt
_l_
e, com a = w, podemos rescrever a desigualdade (8) como
Hu(a t) ’Lq(Rn) < K(Q)B(t )([H— Ng=oa) |U(, t) La/eo(Rn)”

Usando as defini¢oes de B(tp;t) e U,(to;t), e definindo A(g) > 0 por
(g—=a)

__mn(e=1) _
A(q) := K(q) B(to; t) T0Ga=—a) Uy o (to; ) =),

podemos completar a demonstracao de que, para qualquer 0 < ty <t < T, fixado, vale

n(o—1) (a—a)
Hu(’ t) HLq(]Rn) < max { HU(, tO) HLq(Rn)§ K(Q) B(to; t) (B+1)(g=ca) Uq/cr(t0§ t) (qq,(m) } ) (9)
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ao estudar trés casos: caso 1: Hu("to)HLq(R”) >A(q), e Hu(-,T)HLq(Rn) >A(q),Vito <7<t

caso 2: Hu("tO)HLq(R”) > A(q), mas existe t; € (to,t) tal que Hu(-,tl)HLq(Rn) = A(q);

caso 3: Hu(~,t0)“Lq(Rn) < A(g). Como a desigualdade (9) serd sempre vélida, ¥V 0 < ¢y <

t < T, fixado, também deve ser valida para U, = sup Hu(, T)H La(Rn)" Chegamos assim
to<t<t

a validade de (7), como desejado. O
~ n(oc—1)

Obs.: Ao redefinirmos, em (7), B(to;t) := B(to;t) @+ , obtemos a validade de

~ —1__ (¢—a)
U, (to;t) < max { [|u(, to)HLq(Rn); K (q)B(to;t) =7 Uy, (to;t) o) } , (10)

Utilizamos o Lema Fundamental juntamente com um procedimento iterativo para ob-
termos, em mais algumas etapas, o resultado principal deste trabalho, uma estimativa
para limitacao da norma do sup da solugao u(-,t) do problema (1), para 0 < t < T} < oo:

Teorema 2.1. Seja u(-,t) € LS ([0,Ty), L°(R™)) solugao do problema (1) para0 < t < T,.

loc

Dado p > po, para cada 0 < tg <t < T vale

Hu('vt)HLOO(Rn) < K(napa O‘?Ba Kj)' max{”u(-,tg)HLoo(Rn); (B(t()vt))él (Up(to;t))(;Q}a
Vit>0, (11)

p(8+1)
n(a+B—k)+p(B+1)

n

n(atB—r)tp(B+1) © Oy =

onde 61 =

Passos da prova:

No primeiro passo usa-se um argumento iterativo, baseado na desigualdade (10), que
permite estimar normas L? da solugao u(-,t) para valores altos de ¢, em todo o intervalo
(to,t), com 0 < ty < t < T, em fungdo de normas mais baixas de u: prova-se que,
para u(-,t) € LS ([0,T%), L°(R™)) solucao do problema (1), dado p > pg, para cada

0<ty<t<T, vale
~ —1 (op—a)
Ugp(to; t) <max { Hu(, tO)HLUP(R”); K (op) B(to; ) 77~ Uy (to; t) or=oa) } .
Além disso, para cada m > 2, vale:

Upmp(tit) < {0 ey

1=l

4 i e ™ it am—i+1(<;mf;)?3fi—l —a) %
[1 (K(o'p)7mr=om ). (Bitos1) T s to) | T

m cMp—a - m ] (o-.’mp_a)‘ Jm
(H (K(O'Zp)) Gmp_f,)mia> ) (B(t07 t))Zl_I gm71+1(01p,a)(01—1p7a)‘(Up(to; t)) amppama}
i=1

(12

com 2 <! <m. A demonstracao de (12) é feita por indugao, tomando inicialmente ¢ = op
m (10); depois ¢ = o%p em (10), e assim sucessivamente.
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O proéximo passo apresenta um pequeno avango, mostrando expoentes mais compactos,
além de considerar novamente a grandeza B(to;t) em vez de B(to;t): através de simples
manipulacoes dos expoentes, prova-se, para cada 0 < tg < t < T}, que vale

Ugmp(to; t) < maX{H“('vtO)HymP(Rn);

(=
([

::13

(oo W.z‘” (o= lH1_g—m (p oilﬂa)
) e ) (Bt ) T @ u to)| Lot

s
Il
-~

’,:13

(p—c""™a) n  (1—oc™™) (p—o " ™p)
(p o—m) (B(to;t))i(BJrl)'i(P*a) .(t[jp(to;t))i(p—@ }7 (13)

=1

(p=c—"a)
para 2 < | < m. Além disso, definindo-se C(I,m) := [/, (K(U p)) (r—c'a) | pode-se
reescrever (13), para cada 0 <ty < t < T, como

Upmp(tit) < ] ) | oy

n_ (oTtlooom (P*cf:ljr”f)
y 1) ). 05 pmo ) ul -, to S0 M;
(C(l )) (IB(t t)) B+ g H (-t )‘ (p—o—ttla) 9 1 <

Lol lp (R’

(0(1,m)).(zaz(t0;t))w%W.(wp(to;t))W}. (14)

A seguir, usando a desigualdade de interpolagdao de normas

1 6
ll oy < ell oy 2l 5y
(R™) ( )

onde r < s < pe0 <60 <1 satisfazem a % = (174;9) + 5, obtém-se uma estimativa mais

simples para Ugmp(to;t), ao estimar adequadamente os termos intermedidrios de (14),
e juntd-los com o primeiro e o dltimo termos: prova-se que, dado p > pg, para cada
0<ty<t<T,vale

Unnp(to:t) < K (m). max{uu«,to)HLamp(Rn); (Bto: )0 5 (Uy(t0st)) T ”)}
(15)

onde f((m;n,p,a,ﬁ, K) = max{l; max C(l,m)}.

Por fim, simplesmente fazendo m — oo em (15), obtém-se o resultado principal deste
trabalho, uma estimativa para limitacao da norma do sup da solugao u(:,t) do problema
(1): dado p > pp, para cada 0 < tg < t < T vale

Uoo(to; t) < k(napa a, 57 ’{)' maX{Hu('a tO)HLoo(Rn);

n p(B+1)
(B(to; t))n(a+ﬂ—~)+p(ﬂ+1> (Up(to; t))n(a+ﬁ—n)+p(ﬁ+l) ,
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Finalmente, para obter (11), basta relembrar a defini¢do de Uy(to;t), com p = oo, e
definir 61 e 09, respectivamente, como

n _ p(B+1)

51:n(a+ﬂ—ﬁ)+p(5+1); 52_n(a+5—&)+p(5+1)'

3 Conclusoes

Utilizamos um refinado procedimento de andlise (que consiste na combinagao de uma
série de estimativas de energia, principios da comparagao e uma rebuscada interpretagao
da oscilagao da solug¢ao do problema) para implementar um argumento do tipo LP — L9,
e com isso conseguimos obter uma estimativa de limitagao para [[u(-, )| e (gny, dada pelo
maximo entre a norma do sup de ug e uma expressao adequada envolvendo o supremo
de uma norma LP da solugdo do problema (1) em seu intervalo de existéncia, indicando
a possibilidade de existéncia de solugoes globais. As hipéteses sobre a fungdo f (x,t,u)
foram tomadas bastante gerais. Finalizamos informando que os valores de é; e do obtidos
no Teorema 2.1 sao compativeis por analise de escalas.
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