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Resumo. Este trabalho aborda o problema inverso de estimativa de fluxo de calor com
variacao espacial e temporal relacionado a uma placa unidimensional, bem como, emprega
a Técnica da Transformada Integral Cldssica (CITT) para solugdo do problema direto. No
caso do problema inverso, que é o foco deste estudo, apresenta uma formulacao explicita
com o objetivo de reconstruir o fluxo. Nesta reconstrugao, as equagoes utilizadas na mode-
lagem do problema direto foram manipuladas a fim de obter uma expressao onde a fungao
a ser determinada aparece explicitamente. Foram considerados dois estudos de caso, para
a estimativa de dois diferentes tipos de funcgao representativos do fluxo de calor. Para o
problema inverso de interesse foram utilizadas medigoes simuladas, sendo obtidas boas esti-
mativas e com menor custo computacional, quando comparada a outras técnicas disponiveis
na literatura.

Palavras-chave. Problemas Inversos, CITT, Estimativa de Fluxo, Formulagao Explicita

1 Introducao

A estimativa de fluxos em problemas inversos de condugao de calor pode fornecer res-
postas satisfatorias para diversas aplicagoes na engenharia e na medicina, areas de elevado
interesse cientifico e tecnoldgico. No caso da Engenharia, a aplicacao do problema inverso
tem, por exemplo, aplicagoes na fabricacao de microchips, pois técnicas mais eficazes de
resfriamento sao necessarias para produgao de sistemas rapidos, menores e mais confidveis
em microeletronica [3]. Na produc@o de energia elétrica por conversao da luz solar, o
problema inverso se aplica a identificagdo de fluxos de calor, neste caso, temperaturas
excessivas degradam células fotovoltaicas, o que demanda um sistema efetivo de controle
na dissipagao [2]. Na medicina se aplica & termografia, também conhecida como imagem
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térmica ou infravermelha, na detecgao de tumores por meio da andlise de anormalidades
na distribui¢do da temperatura [7].

Varios métodos foram implementados com sucesso, a fim de se estimar a temperatura
e o fluxo de calor com variagdo espacial e temporal. Em problemas onde é necessaria a
estimativa sequencial de um parametro, é comum a utilizacao de filtros de Kalman. Por
exemplo, na Ref. [5], a estimativa do fluxo de calor varidvel no tempo foi realizada por meio
da aplicacao do filtro estendido de Kalman e o estimador de minimos quadrados recursivos
ponderados. Na Ref. [9] o fluxo de calor bidimensional com variacdo temporal também
foi estimado por meio da aplicacao desse filtro, empregando-se técnica de aproximacao de
erros de modelo (Approximation Error Model).

Recentemente, o problema de estimativa de fluxos de calor no contorno foi solucionado
através de uma metodologia explicita com técnicas de regularizagao [4], a qual é empre-
gada para obtencao de resultados mais precisos. Os autores demonstraram a possibilidade
da utilizacdo da técnica da transformada integral na regularizacao do problema inverso
em questao. Resultados utilizando dados experimentais sintéticos, com diferentes niveis
de ruido, foram utilizados e demonstraram a capacidade da abordagem proposta. Noutro
trabalho [6], o qual empregou técnica de regularizagao, foi demonstrada a eficiéncia na
estimativa de fluxo de calor numa equacao unidimensional utilizando a técnica de Tikho-
nov. O presente artigo encontra similaridades com a Ref. [4] por também utilizar a ordem
de truncamento da representagdo da temperatura experimental no campo transformado,
visando estimar funcao fluxo de calor com variagao espacial e temporal, para regularizagao
do problema. O presente trabalho se diferencia da Ref. [4] pela aplicagao de diferengas fini-
tas avancadas na definicao de temperaturas em posicoes discretas no campo experimental
transformado.

2 Problema Direto

Considere um meio unidimensional com geracdo de energia interna g(z,t). Uma das
suas extremidades, x = 0, encontra-se termicamente isolada enquanto a extremidade
oposta x = L, estd exposta ao ambiente a temperatura T, trocando calor por convecgao
e radiacao com um coeficiente efetivo de troca térmica h, como ilustra a representagao
esquematica apresentada na Figura 1.

Isolamento Troca de calor
Térmico g(x.t) por convecgao
or_, r,
ox

1 1
I I x
x=0 x=L

Figura 1: Representacao esquemética do problema considerado.
Para o caso aqui tratado, considera-se que a temperatura 1" varia exclusivamente com

a direcdo x e com o tempo t, assim como a geragao de energia interna. Dessa forma,
tem-se, a partir da equacdo geral de difus@o térmica em coordenadas cartesianas [1], o
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3
seguinte modelo matematico com as respectivas condigoes de contorno e inicial:
0*T(z,t)  g(x,t) 10T(z,t)
=— L t 1
922 + - YT 0<zx< e t>0 (la)
OT (x,t
Tl o s (1b)
or |,
T(x,t
GO (), ~ T, £ 0 (1c)
or |,
T(x,0) = f(x)=Tp, O0<z<L (1d)

onde p é a massa especifica (kg/m?), x é a condutividade térmica (W/(m-k)), ¢, é o calor
especifico do material (J/(kg - K)) e a = k/pc,, é a difusividade térmica.

O método da Transformada Integral Classica (CITT) [8] é utilizado para o problema
direto, cuja construcao considera primeiramente a solu¢ao homogénea do problema original
Egs. (la-d), que resulta no seguinte problema de autovalor:

2
‘ X((ilig% x) + 57%1)((517171') =0 (2a)
dx(Bm, ) — dx(Bm, ) _
dv |,y " ST 1By 2 op = 0 (2b,c)

As Egs. (2a-c) correspondem a um caso particular de um problema de Sturm-Liouville
de modo que as autofungoes x,(z), solucdo do problema, satisfazem a propriedade de

ortogonalidade,
_ 0, se m#n
/VXWL(JU)X”(QC)CZV N { Npm, se m=n 3)
com
Now = [ o)y ()
\%4

Para que o potencial T'(x,t) possa ser escrito como uma expansao em termos da base
de autofungoes x,(x), considerou-se o par de transformada integral:

Transformada : T(Bp,t) = /L X(Bm, )T (z,t)dx (5a)
0

Inversa: T = 3 MT ' b

nversa (z,1) 2 "N (Gm) (Bm; 1) (5b)

Operando as Eqs. (la-d) com [i, X(Bm,)(-)dV e realizando manipulagdes algébricas
por meio da técnica da integracao por partes, tem-se o sistema de EDO’s para o potencial
transformado:

AT (Bst) [
dt + aﬂmT(ﬁmwx) =« |:I<L Two X(/Bmvx)
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T(/Bma 0) = TO(Bmy 0) <6b)
onde

L
alt) = /0 3 (Bs 2)g () (7)

A solucao analitica para o sistema de EDO’s, Egs. (6a-b), para os potenciais transfor-
mados é dado por:

T(500) = e [To(3,0)+ [ e A3, )0 ®)

0

Considerando que o potencial T'(8,,,t) é conhecido, vide Eq. (5a), a férmula de inversao
pode ser reescrita, resultando na seguinte solucao para o potencial T'(x,t):

—apht

> e — ¢ 2 4/
T(0.0) = 3 Sy ) | To( 0+ [0 A3 )0t )

0

O somatério da Eq. (9) foi truncado em uma ordem finita Ny, o suficiente para
garantir a precisao desejada na solugao.

3 Problema Inverso

O problema inverso estudado envolve medigOes experimentais com o intuito de se
estimar a fonte térmica, g(z,t), na Eq. (1). Os dados experimentais foram simulados
adicionando-se ruidos aleatérios aos resultados calculados com os valores exatos do campo
transformado que se tem o objetivo de recuperar. As medidas simuladas de acordo com o
dominio discretizado sao dadas por:

T55 (), emz =0 (10a)
Temp, (), emw =i, i =1,2,..., Ny (10b)
Terpy, (t), emx =L (10c)

Desta forma considerando o campo transformado, dado pela Eq. (5a), e as medidas
experimentais tem-se:

L
Toap(Brnst) = /0 T, )X (B, 2)dt (11)

Para a determinagao da fungao g(x,t) explicitamente, considera-se as medidas da tem-
peratura no campo transformado representados pela Eq. (11), obtidas numericamente, e
uma aproximagao de diferenca avancada para representar a derivada na Eq. (6a). Assim,
obtém-se a seguinte expressao discretizada para g(t):

St _ ok B
e e ] R DR BUCHe0) M Sy ()

DOI: 10.5540/03.2018.006.02.0336 010336-4 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.02.0336

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

com k=1,2,...Nyrem = 1,2, ..., Nypmaz, onde Ny define o nimero de nés no tempo e
Nirmaz & ordem de truncamento. A partir da anélise da informacao do campo transfor-
mado pode ser reconstruida a funcao g(z,t):

Ntrmaz _
sl = Y, MWoantliut) (13
m=1

4 Resultados e Discussoes

A metodologia da solucao via CITT apresentada acima, foi implementada no software
de computacao simbdlica Wolfram Mathematica. Para os resultados a seguir utilizou-se
as propriedades do aluminio [1] em um meio com comprimento L = 1m , bem como
h =20W/mK, Ts, = 23°C e Ty = 30°C. Os fluxos que pretende-se estimar neste trabalho
sao representados graficamente na Figura 2, que consistem em duas diferentes fungoes com
variacoes no tempo e no espaco.

300000 ¢
200000 |

Figura 2: Gréfico 3D para a fungao g(z,t).

A malha utilizada para estimacao do fluxo em ambos os casos possui 200 nés em ¢, o
que leva a 199 parametros a serem estimados. Os dados experimentais foram simulados
considerando a solucao CITT com as funcgoes de teste exatas para os fluxos de calor
aplicados vide Figura 2, e a adicao de ruido a partir de uma distribuicao normal com média
zero e desvio padrao o = 0,5°C' e 0 = 1°C. A temperatura calculada no problema direto foi
obtida por CITT com ordem de truncamento Ny = 200, enquanto que para a temperatura
recuperada pelo método explicito, foi empregada com uma ordem de truncamento menor,
sob controle de erro relativo, evitando assim o chamado crime inverso.

A Figura 3 mostra o fluxo estimado, calculado com a Eq. (13), para diferentes ordens
de truncamento Ngmaz. NO caso 1, para as temperaturas no campo experimental foram
considerados 3 sensores internos, logo Ny = Ng; 4+ 2 = 5, enquanto no caso 2, o namero de
sensores internos foi 9, logo Ny = 11. Em ambos os casos, observa-se que quando a ordem
de truncamento é pequena, a estimativa apresenta suavidade e boa concordancia com o
fluxo exato. A Fig. (4) mostra a temperatura reconstruida para o fluxo estimado com
Nirmaz = 5. Para a analise mais detalhada sobre a qualidade da temperatura reconstruida,
a Tabela 1 apresenta o erro RMS, definido na Eq. (14).

DOI: 10.5540/03.2018.006.02.0336 010336-5 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.02.0336

DOI: 10.5540/03.2018.006.02.0336

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

q[x,100]
250 00!

200 00 "
150 00
100 00

50 00

0.2 0.4 0.6

of

(a) Caso 1 com o =

=1°C

------ m=35 qlx,100] ~m=35
m=15 m=15
m =30 m=30
\
— Exato 400 000 \\ ,,\‘ — Exato
\ ,,’ !
200 000f =<
OV Taem
\\‘ -~ S -
N N
021 /04 06 08 5rg™

(b) Caso 2 com ¢ = 1°C

Figura 3: Grafico para a estimativa da fonte térmica empregando diferentes ordens de truncamento
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Figura 4: Funcao g(z,t) e a temperatura recuperada para diferentes niveis de ruidos nos dados

experimentais.

Observando os valores dos erros RMS para cada caso fica claro como a abordagem

explicita é capaz de recuperar a temperatura no campo transformado.

Além disso, o

esforco computacional para a aplicacdo do método é reduzido quando comparado aos
métodos iterativos disponiveis na literatura.

Tabela 1: Erro RMS.

Casos | 0 =0,5°C | 0 =1°C
1 0,223243 | 0,43609
2 0,58085 | 0,727522
11
RMS = ,| —— T, te) — T2, t%))?
N, N, ;k:1( rec(xzy k:) (xlv k))
010336-6

(14)
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5 Conclusoes

Este trabalho demonstrou a abordagem explicita no campo transformado de estimativa
do fluxo de calor em um meio unidimensional com variagdo espacial e temporal. Os
resultados da reconstrucao da temperatura com o fluxo estimado apresentam boa acuracia
com a temperatura imposta, determinada com o problema direto por meio da CITT, além
de apresentar na sua aplicagao baixo custo computacional.
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