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Resumo: O objetivo deste trabalho € obter uma lei de chaveamento mista, ou seja, uma lei
dependente do estado e também do tempo, a qual garante estimativas de conjuntos atratores de
sistemas chaveados continuos no tempo. Esse resultado explora um sistema formado pela com-
binacao convexa de todos os subsistemas para estudar o comportamento assintotico da solucdao do
sistema chaveado e suas principais caracteristicas sao que as estimativas de atratores podem ser
encontradas mesmo na presenca de subsistemas que nao sdo ultimamente limitados e a derivada
da funcao auziliar, a qual desempenha o mesmo papel que a funcdo de Lyapunov, pode assumir
valores positivos em conjuntos limitados.
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1 Introducao

Sistemas chaveados surgem na pratica na modelagem de operacdo de muitos sistemas de en-
genharia [1, 5]. Embora chaveamento ndo seja um novo conceito em engenharia, na tltima
década a teoria de sistemas chaveados tem atraido a atencao de muitos pesquisadores. Como
consequéncia, resultados para a estabilidade e estabilizacao para essa classe de sistemas foi
significativamente desenvolvida.

Apesar dos importantes avancos na teoria de estabilidade, os atratores de muitos sistemas
chaveados podem nao ser um ponto de equilibrio. Um exemplo classico é o sistema de controle
de temperatura on-off. Para essa classe de problemas, o interesse nao é estudar a estabilidade
de um ponto particular de equilibrio mais o comportamento assintético das solugoes.

O principio de invariancia é uma poderosa ferramenta para analisar o comportamento assintético
das solugoes de sistemas dinamicos. Este resultado baseia-se na existéncia de uma funcao do
tipo Lyapunov para analisar o comportamento assintotico das solucoes do sistema. Uma pro-
priedade chave dessa funcao, é a nao-positividade de sua derivada ao longo das solugoes do
sistema chaveado [3]. Encontrar tal funcao, satisfazendo todas as suposi¢oes do principio de in-
variancia pode ser dificil para muitos sistemas dindmicos. Portanto, uma extensao do principio
de invariancia, a qual permite a derivada de uma fungao V ser positiva sobre alguns conjuntos,
foi proposta para sistemas chaveados em [7]. Em [7], as estimativas de atratores e suas respec-
tivas dreas de atracdo sao encontradas apenas quando todos os subsistemas sdo ultimamente
limitados. Para superar esta dificuldade. Em [8], foi proposto uma extensao do principio de in-
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varidncia para sistemas chaveados fuzzy T-S. Este resultado explora um sistema auxiliar formado
pela combinagao convexa de todos os subsistemas para estudar o comportamento assintotico da
solugao. O objetivo deste trabalho é explorar os resultados obtidos em [8] para obter estimativas
de conjuntos atratores de sistemas chaveados. A principal caracteristica desse novo resultado é
que as estimativas dos conjuntos atratores podem ser obtidas mesmo na presenca de subsistemas
que nao sao ultimamente limitados. E entao, o comportamento assintético da solucao do sistema
chaveado pode ser estudado para uma classe maior de sistemas do que nos resultados obtidos
em [7].

2 Conceitos Fundamentais

Considera-se a familia 7 = {f,}pep de campos vetoriais de classe C', completos do R" e a
seguinte classe de sistemas chaveados continuos no tempo

i(t) = for)(z(t)), =(0) =0 (1)

em que P = {1,2,..., N} é um conjunto de indices finito, NV é o nimero de subsistemas, z(t) € R"
é o vetor do estado, o é uma funcdo constante por partes chamada de lei de chaveamento, a
qual pode depender do tempo o : I — P em que I = [0,t7) com 0 < ty < oo, ou do estado
0:X — Pcom X CIR" Uma funcdo continua suave por partes xa(.)(t) : I — IR™ é uma
solugdo do sistema chaveado (1) no intervalo I se x,((t) satisfaz i,((t) = fp(2,()(t)) para todo
t tal que o(.) = p. Se f(z) = f,(z)(z) € um campo vetorial mensurdvel e localmente limitado do
IR™ diz-se que uma curva absolutamente continua z(t) : Z — IR" é uma solucao de Krasowski
de (1) no intervalo Z se satisfaz a inclusao diferencial

&€ Kf(x(t))

para todo t € Z, com K f(z) = ﬂ co{f(B(z,0))} em que ¢o é o fecho do envoltério convexo e

>0
B(z,0) é a bola aberta de raio § e centro z. Note que f,()(x) é mensurdvel se e somente se o)

é mensuravel. Portanto, se o(.) é mensurdvel, entdao para qualquer condigao inicial z( existe a
solugao de Krasowski local do sistema (1). Denota-se ¢,((t,70), ou simplesmente ¢(t, o), a
solugao de (1) iniciando em zp no tempo t = 0 através da lei de chaveamento o(.).

Neste trabalho, estuda-se solugoes do sistema (1) através de uma classe particular de lei de
chaveamento, entao algumas defini¢des preliminares e proposicoes [3, 4, 6] as quais serao usadas
no desenvolvimento do resultado principal sao apresentadas.

Definigao .1 Seja H um conjunto fechado e invariante para o sistema (1) através da lei de
chaveamento o. Diz-se que H é um atrator se existe uma vizinhanca U de H tal que, para toda
condigao inicial xy € U, p(t,xo) — H quando t — +oo.

Definigao .2 (Invariancia Fraca) Um conjunto N € fracamente invariante com respeito ao
sistema chaveado (1) se para cada xg € N existe um indice p € P, uma solugcio p(t,xg) do
campo vetorial f,(x) e um nimero real b > 0 tal que @(t,x0) pertence ao conjunto N para
qualquer t € [—b,0] ou t € [0,b].

Definicao .3 (Pontos Limites) Um ponto ¢ € R™ € um ponto limite de o(t,xo) se existe
uma sequéncia de tempos de chaveamentos {ty}ren, com tp — o0, quando k — oo tal que
klim o(tk, x0) = q. O conjunto de todos os pontos limites de @(t,xo) € denotado por w(xp).

—00

Proposicao .1 (Propriedades de Conjunto Limite) Seja ¢(t,z0) € Sgwen uma solugao
chaveada limitada de (1) para t > 0. Entdo, w(zg) € nao vazio, compacto e fracamente invari-
ante. Além disso, ¢(t,x0) € atraido para w(xy).
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Demonstragao .1 Veja [2].

Na préxima sec¢ao, é apresentado o resultado principal, o qual fornece estimativa de conjun-
tos atratores de sistemas chaveados. A lei de chaveamento que garante essa estimativa pode
depender do tempo ou do estado e esta escolha depende do conjunto onde a solugao se encontra.

3 Estimativas de Conjuntos Atratores de Sistemas Chaveados

Nesta segao, o Teorema 1 de [8] é explorado para obter estimativas de conjunto atrator de
sistemas chaveados. Neste resultado, um sistema auxiliar formado pela combinacao convexa de
todos os subsistemas, é usado para estudar o comportamento assintético das solucoes do sistema
chaveado. A vantagem dessa estratégia é que as estimativas dos conjuntos atratores sao obtidas
mesmo na presenca de subsistemas que nao sao ultimamente limitados.

Seja o conjunto

N
M={a=(a,,ay) €RY :a,>0,¥p€P and Zapzl (2)
p=1

com constantes «, definindo a combinagao convexa dos subsistemas f,, para todo p € P.
Considere o sistema auxiliar

N
(t) = Y apfp(a(t) = f(a(t)) (3)
p=1

em que @ € M. Seja V : IR" — IR uma funcao de classe C'! e defina os seguintes conjuntos ao
longo da solugao do sistema (3):

Co = {zeR":VV(x)f(z) >0},
Q. {reR":V(z) <v}
I, = {xeB:VV(x)fy(z) <0}

com B C IR".

A préxima proposicao fornece uma lei de chaveamento dependente do estado que garante
que a derivada da fungdo V decresce ao longo da solugao do sistema chaveado (1) e é usada na
demonstracao do resultado principal.

Proposicao .2 Sejam B um subconjunto do R™, V : R™ — IR uma funcio de classe C' e
considere o € M tal que

ov | &
g §1:apfp(:r) <0 (4)
p:

para todo t enquanto z(t) € B. Entao, existe uma lei de chaveamento o(x), a qual assequra que
a fungao V' decresce ao longo da solugdo do sistema chaveado (1) em B. Mais ainda, se a lei de
chaveamento € mensurdvel, entao V decresce ao longo da solugdo de Krasowski de (1) em B.

Demonstracao .2 Seguindo [4], sejam B um subconjunto do R™, V uma fun¢do de classe C*
e considere o € M, entao para todo t enquanto x(t) € B existe pelo menos um p € P tal que

@) <o )

Portanto, existe uma lei de chaveamento o(x), tal que V' decresce ao longo da solugdo do sistema
chaveado (1) em B enquanto a solugao existir. Caso a lei de chaveamento seja mensurdvel, entao
para toda condi¢do inicial xg € B pode-se assequrar a existéncia local da solucdo de Krasowsksi
de (1) e um p € P tal que (5) seja satisfeita, entdo a derivada de V decresce ao longo dessa
solug¢do de Krasowski de (1) em B enquanto a solugao existir.
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Seguindo os mesmos passos do Teorema 2.5 de [3], uma lei de chaveamento mensurédvel
o : B — P satisfazendo (5), pode ser definida da forma:

1, se xely,

(T(x): p, se x & Fp\(U Fk> . (6)

k<p

ou equivalentemente o(x) = min{p : VV(z)f,(x) < 0}. De fato, considere B = R" \ €y, a
funcdo o : B — P dada por lei e F,, = {x € B : o(x) = p} o qual satisfaz F; N F; = () sempre
quei #jePe U F, = B. Sejam as o-algebra ¥; de Borel e X5 formada pelo conjuntos das

pEP
partes de P, entao

o) = [\ [UTw] | = Fn (7)
k<p
C
Como I'y € ¥y e F) = U Ty ﬂFp € ¥ para todo p € P, entdao o(z) é uma fungao
k<p

mensuravel.

No préximo teorema é apresentado o resultado principal deste trabalho e considera-se que
B =1R"\ Q. A lei de chaveamento desse resultado depende do estado fora do conjunto B e do
tempo dentro desse conjunto.

Teorema .1 Seja V(z) : R" — R uma funcdo de classe C' e considere o € M. Se existe

um £ € IR satisfazendo sup V(x) < £ < 0o tal que Qy € limitado, entao toda solugdo limitada
IECQ
o(t,zo) de (1) possuindo uma lei de chaveamento dwell-time em 2y e uma lei de chaveamento

mensurdvel o(z) satisfazendo a Condi¢do 1 para todo t enquanto x(t) € QS € atraida para wm
conjunto fracamente invariante em §2p. Portanto, para qualquer condicdo inicial xg, a solucdo é
atraida para um conjunto fracamente invariante em €y e entdo, ly € uma estimativa do conjunto
atrator de (1).

Demonstragao .3 Seja [0,tf) o intervalo mazimal de existéncia da solug¢do chaveada.

Primeiramente, considere xo € Q0 e p(t, o) sendo uma solugdo de (1) possuindo um chavea-
mento dwell-time em £y e satisfazendo a Condigdo 1 para todo x € @. Suponha a existéncia
de um T > 0 tal que o(T,z0) ¢ Q. Entdo, existe T € (0,7) tal que V(p(T,20)) = £ (pela con-
tinuidade de V' e ¢(t,x0)) e V(o(t, zo)) > ¢,¥t € (T,7]. Como a Condigdo 1 é satisfeita fora de
€, entao %—‘; [f(z(t))] < 0 para todo x € Q5. Portanto, V decresce ao longo da solu¢do chaveada
de (1) em QF levando a uma contradicao, assim (t,z0) € Q¢ para todo t € [0,t5). Uma vez
que a solucao limitada é dweel-time entdo ty = +oo e portanto, ¢(t,zo) € 2y para todo t > 0.
Finalmente, pela Proposi¢ao 1, para toda solu¢ao limitada ¢(t,xp), w(zg) € ndo vazio, com-
pacto, fracamente invariante e w(xg) C Q. Mais ainda, ¢(t,xo) € atraida para w(zg). Entdo, a
solucdo € atraida para um conjunto fracamente invariante dentro do conjunto ).

Agora, considere xo ¢ Qe p(t,x0) sendo uma solugao limitada de (1) através de uma lei
de chaveamento mensurdvel satisfazendo a Condigdo 1. Entao pela Proposicio 2, a fungao V
decresce ao longo da solu¢io de Krasowski de (1) para todo t € [0,t5) enquanto x € Q5. Uma
vez que a solugdo € limitada entdo ty = +oo, portanto existe um tempo t1 tal que V(x(t1)) < £
e entao o resultado seque da primeira parte desta demonstragao.

Portanto, o conjunto limitado Sy € a estimativa de um conjunto atrator do sistema chaveado,
pois para qualquer condicdo inicial xg a solucdo € atraida para wm conjunto fracamente invari-
ante em €.
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Exemplo .1 Considere um sistema chaveado com P = {1,2} e

23)1 — X9
—22%w9 — 223 + 21

—2x3 — 22173 + 29
2:132 — I

fi(z) =

, o fa(z) = [

2 2
Seja V(z) = WTIQ e a; = ag =0.5. Entdo

VV(z)f(x) = x1(—2 — 2123 + 0.529 + 21 — 0.513)
+ zo(xe — 0.521 — :z:%azg — :c% + 0.521)
= (2 +a3)(—a] — 25 +1). (8)

Portanto, C, = {x € R? : 22 + 22 < 1} e £ > 0.5. Note que o conjunto onde a derivada
(8) assume valor zero estd em Sy, o qual é limitado. Assim pelo Teorema .1, qualquer solugao
limitada o(t, xo) possuindo uma lei de chaveamento dwell-time em 0y e uma lei o(x) satisfazendo
Condicao 1 para todo x € KTE € atraida para um conjunto fracamente invariante em §2p. A
Figura 1(a) ilustra a simulagdo no dominio de tempo para xo = [—2—2.2|, a Figura 1(b) mostra
a lei de chaveamento o(.) e a Figura 2(b) mostra que a fungdo V decresce fora de Sy, isto é,
a lei de chaveamento o(.) satisfaz a Condi¢ao 1 para todo x € STE Essa simula¢do confirma o
resultado do Teorema .1 por mostrar um conjunto atrator dentro do circulo de raio v/1.2 para
¢=0.6 (Figura 2 (a)).

o5} ' ' ' ' ] 2l o —

—_—xq(t
-==xo(t 191

Figura 1: a) Solugao chaveada para a condigao inicial g = [-2 — 2.2] para o Exemplo .1 (b)
chaveamento o(t) para o Exemplo .1

15 . . . . . . . 45
1r Q 1 4
05F 35
0 3
—
—~ -~
-~ N—
~—-0.5 () 25
Il ~
= N
-1 2
-15f 15
-2t 1
~—
o5l . . . . . . . 05 .
-2  -15 -1  -05 0 05 1 15 2 0 2 4 6 8 10
1 (t) t

Figura 2: a) Plano de fase com z¢p = [-2 — 2.2] para o Exemplo .1 (b) funcao V ao longo da
solucao do sistema chaveado para o Exemplo .1
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