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Resumo: FEste artigo versa sobre a obtencao de trés modelos matemdticos para a fracdo de
volume de wm meio poroso bifdasico. Os objetivos sdo explicitar como este processo promove
a interagdo de vdrios campos da matemdtica bdsica e exemplificar como surgem as expressoes
finais de algumas fungoes que sdo estudadas no Ensino Médio e Superior. Assuntos como conti-
nuidade e derivadas também sao abordados para investigar algumas potencialidades dos modelos
obtidos. Concluimos que a modelagem matemdtica é um ferramenta dindmica e interativa para
o processo de ensino-aprendizagem de funcoes.
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1 Introducao

Neste artigo exibimos a dedugao dos modelos da funcao fracao de volume, apresentados em [4] e
inseridos na ampla problemaética da modelagem de escoamento em meios porosos. A proposta é
exemplificar, através desta modelagem, como surgem as expressoes finais de algumas funcoes que
sao estudadas no Ensino Médio e Superior e que sao abordadas, de modo geral, a partir da analise
de sua férmula pronta. Além disto, desejamos explicitar como este processo promove a interacao
de varios campos da matematica basica. Baseados no entendimento de que criticar e alterar
modelos matematicos existentes, além de contrui-los, sao habilidades desejaveis em provaveis
usudrios de modelos matematicos [5], pretendemos contribuir com o aumento do nimero de
referéncias sobre modelagem matemadtica com reais possibilidades de aplicacao nas salas de aula
do Ensino Médio ou Superior, em cursos de formacao de professores de matematica, ou ainda
em programas de iniciagao cientifica.

Partimos primeiramente da introducao do significado da fragao de volume dentro do contexto
de sistemas bifasicos em meios porosos. Em seguida introduzimos um modelo conceitual simples
de um meio poroso no qual a fragdo de volume poderd ser entendida como uma funcao real de
uma variavel real, definimos também trés formas geométricas que sao assumidas como possiveis
volumes de controle e, na sequéncia, apresentamos a modelagem de uma delas (devido a restrigao
de espago neste artigo) e as demais sdo apenas apresentadas (a deducao é feita de forma andloga).
Finalmente, discutimos as contribui¢ées da modelagem apresentada para o estudo de fungoes e
para a Educacao Matematica e exibimos nossas consideracoes finais.
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2 A fracao de volume de um meio poroso

Meios porosos aparecem em problemas de varias dreas, como nas engenharias quimica, ambiental,
civil e do petréleo, dentre outras. Podemos citar varios exemplos de meios porosos naturais que
sao alvos conhecidos de interesses, tais como reservatorios de petrédleo e de dguas subterraneas.
Um meio poroso pode ser definido, de forma simplificada, com uma matriz sélida com vazios
dentro, os poros, os quais estao normalmente preenchidos por um fluido como ar, agua ou
petrdleo ou por varios fluidos, misturados ou separados por um contorno bem definido. Cada
porgao do sistema (meio poroso) que é separada das outras por um contorno bem definido é
chamada de fase, por exemplo, a matriz sdlida pode constituir uma das fases, a fase sélida, e
os vazios podem estar preenchidos por véarias fases como por exemplo uma fase liquida e outra
gasosa (dgua e ar ou petréleo e gds natural) [3]. Admitimos aqui um meio poroso bifdsico
constituido por apenas duas fases : a fase sélida (fase a) e um fase que preenche os poros (fase
B). Além disso, supomos que o meio poroso possui uma estrutura de placas paralelas com segao
uniforme ao longo do eixo z como a mostrada na Figura 1, onde a parte hachurada corresponde

a matriz sélida.
v Y

Fase 3

I/
oL 0 L oL 3L 4L SLV 6L

Figura 1: Secdo do meio poroso considerado. O circulo representa a secdo de um volume de controle
esférico ou um cilindro circular reto e o retidngulo a segdo de um paralelepipedo. Figura adaptada de [4].

A fracao de volume que aparece no contexto da modelagem macroscépica de escoamentos
de fluidos em meios porosos ¢ a razao entre o volume ocupado por uma das fases e o volume de
controle V. No caso do meio poroso bifasico temos as seguintes relagoes: V = V,, + V3 onde V,
¢ o volume ocupado pela fase o no volume de controle e V3 é o volume ocupado pela fase 3 no
volume de controle. Ao dividirmos esta relacao por V obtemos 1 = V,/V 4+ V3/V = €4 + €3,
onde €, = V,/V é a fragao de volume da fase o e eg = V3/V é a fracdo de volume da fase
B. Para fins de aplicagdes, a fragdo de volume mais interessante é a tltima (eg), pois ela estd
relacionada com a medida da capacidade do meio poroso de permitir que um fluido escoe dentro
dele [3] e é ela que vamos modelar para trés volumes de controle distintos: um paralelepipedo,
um cinlindro circular reto e uma esfera (cujas segoes estao representadas na Figura 1).

Quando um cilindro circular reto ¢ tomado como o volume de controle, a razao entre Vg e
V, isto é, €g, depende tanto do raio do cilindro circular reto, quanto da posicao em que ele se
encontra. Vamos definir sua posicao a partir do centro do circulo, que serd chamado de centréide,
e fixamos um valor para o raio de r = L/2. Para determinarmos quais sdo as possiveis razoes
entre Vg e V podemos imaginar o centréide como um ponto mével que se movimenta na direcao
do semi-eixo positivo = e, desta forma, as possiveis configuragoes para os volumes podem ser
observadas (Figuras 2 e 3).

Assim, quando o centréide estd na posicao z = 0, o volume ocupado pela fase 3 é a metade
do volume de controle, portanto €g(0) = V3/V = 0.5V/V = 1/2. A medida que o centréide
assume posigoes 0 < = < L/2, o volume ocupado pela fase 5 se torna maior que o volume
ocupado pela fase o (no caso em que r = L/2) e assume a configuragdo mais & esquerda da
Figura 4. Neste caso, o volume da fase 3 é dado por Vg =V — V,, onde V, é o volume da fase
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Figura 2: Configuracoes possiveis para a relacao entre V3 e V com a posicao x do centréide
variando da esquerda para a direita para 0 < x < L.

Figura 3: Configuracoes possiveis para a relacao entre V3 e V' com a posicao x do centréide
variando da esquerda para a direita para L < z < 2L.

a. Para calcular o volume ocupado pela fase «, calculamos a drea da regiao hachurada (A,)
subtraindo a drea do triangulo ACB (AACB) da area do setor circular ACB. Sendo DC = x

e DA = V72 — x2 temos:

drea do tridngulo AC'B = 24rea do triangulo ADC = x\/r? — 22,

T

0 r2 — 2
area do setor ACB = 7’25 =r2sen! (— ,

r

7 _ .2
_ r?—z
A =r?sen™! (—) —x\/r? — a2
Desta forma,
2 2 1 r? —a?
Ag=mr*+avr? —az? —risen” | —— |,
,

onde Ag é a drea relativa a fase 3.
Logo,

2_p2
7r? 4+ ovVr? — 22 — r2sen”! (” z )

r
2

v,
es(x) = 75

wr

e sendo r = L/2 temos

2 1 VIL? — 422
eg(r) =1+ ﬂ—;\/ L? — 422 — ;sen_l <Tx> :

Quando z = L/2, o volume de controle contém apenas a fase 5. Portanto eg(L/2) = V3/V =
V/V =1. Quando L/2 < z < L o volume ocupado pela fase § comeca a diminuir a medida que x
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Figura 4: Da esquerda para direita as configuracoes das relacoes entre Vg e V' nos casos em que
0O<ax<L/2,L/2<xz<2L,L<x<3L/2eL/2<x<2L, respectivamente.

avanga para a direita (segunda configuragao da esquerda para a direita na Figura 4). Novamente
temos A, = area do setor ACB — 4rea do tridangulo ACB = 0r%/2 — (L — z)\/72 — (L — z)2.
Como 6/2 = 7/2 — sen ' ((L — x)/r) temos

2 L —
A, = % —r2sen™! ( x) — (L —x)\/r?— (L —2)2.
r

Sendo r = L/2 chegamos a

Ag =

nL? xL2 I2 1(2(L—x))+(L—x) 7= 4L — ).

AL =T en
1 o= g T osen L 2

Logo, para L/2 <z < L

_ Ve _ 4g 1

2(L — ) 1 (2L -=)
es(x) V_7TL2/4:2+7TL2\/m+7{86n1<L>'

Quando x = L, eg(x) = Vg/V = (V/2)/V = 1/2. A medida que z avanca para a direita
assumindo valores L < x < 3L/2 (terceira configuragao da esquerda para a direita na Figura 4)
o volume ocupado pela fase  continua a diminuir até x = 3L/2 onde V3 = 0. Neste intervalo
temos Ag = area do setor AC'B — é4rea do triangulo ACB, isto é,

2 _ 2 _

Como a fungio y = sen~!(x) é impar, podemos escrever —sen~1((2(z—L))/L) = sen *((2(L—

x))/L). Além disso, escrevendo x — L = —(L — x) em Ag acima obtemos
11 (2(L—=x) 2(L—x) /5 5
eg(x) = 3 + —sen < 17 > + 72 L? —4(x — L)2.

A partir de « = 3L/2 o valor de Vg comeca a crescer novamente (tltima configuragao da
esquerda para a direita na Figura 4) até chegar em x = 2L. Neste intervalo, 3L/2 < z < 2L,
temos Ag = drea do setor AC'B — érea do triangulo ACB, isto é,
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Ag = <72T — sen”! <2L - x)) r2 — (2L — 2)\/r% — (2L — z)2.

r

Para r = L/2 temos

2 2 _ _
Ag = L L—sen_l (2(2LL x)) — (2L2 2) VL? —4(2L — x)2.

Portanto,

eg(x) = L lsen‘l (2(2L — x)) — 2(27fL; 2) VL2 — 4(2L — x)2.

2 0w L

Quando x = 2L atinge-se novamente a configuragao inicial e o comportamento descrito vai
se repetindo a cada 2L, ou seja, a funcao eg ¢ periédica com periodo 2L.

Portanto, a fungdo que representa a fragao de volume do meio poroso em estudo, quando
usamos um volume de controle cilindrico, no intervalo [0, 2L] é uma expressao definida por partes
dada por

1+%\/L2—4x2—%sen*1 (7@2]:—4&2), se 0<xz<L/2
es(z) =4 5+ Lsen! 2(L5$)> + 2(7552‘%) L? —4(x— L)%, se L/2<x<3L/2, (1)
—dsen™t 2(21{36)) - Z(iLLEI) VI? —4(2L —x)2, se 3L/2<ux <2L.

Com um raciocinio analogo, usando um paralelepipedo com largura b = L e uma esfera de
raio L/2 como volumes de controle, chegamos aos seguintes modelos, respectivamente:

%—k%, se 0<z<L/2

eg(x) =<3 -2 se L/2 <x<3L/2, (2)
% + z=2L se 3L/2 <z < 2L,

e

bromll? -4 se  0<z<L/2,

es() % + 3(2’:];,,’”) [L? — 4(L;’:) ], se L/2<x<3L/2, (3)

2

% + 3(22?) [L? — 4(”’0_32]“) ], se 3L/2 < x <2L.

3 Resultados e Discussoes

Podemos observar que as Equacoes (1), (2) e (3) representam fungoes que sao definidas por
partes, as quais envolvem funcgoes polinomiais, a funcao raiz quadrada, a funcao inversa da
funcéo seno e também fungoes compostas. Varias propriedades de funcoes foram utilizadas na
modelagem, tais como a paridade da funcao inversa da funcao seno, a periodicidade da funcao
resultante. Desta maneira, os modelos obtidos poderiam fazer parte dos diversos exemplos que
temos a disposi¢ao nos livros de matematica a respeito do assunto funcées. No entanto, o que
as destacam dentro deste espectro é o fato de conhecermos a sua historia, de sabermos como
elas foram obtidas a partir de um problema fisico, o problema de modelagem do escoamento em
meios poroso, um assunto que é de amplo interesse cientifico.

Devemos notar que, de acordo com [2], os modelos obtidos poderiam ser classificados como
estaticos, no entanto o processo que descrevemos para capturar os seus comportamentos passou
pela visualizagao do centréide como um ponto mével, o qual nos conduziu a percepcao das
diferentes configuracoes necessarias para obter os modelos para a fragao de volume.

Estes modelos também merecem destaque, pois sao construidos a partir de uma matemética
bésica, que envolve conceitos de trigonometria (no caso da dedugao apresentada), geometria
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espacial (as percepgoes dos volumes envolvidos em cada caso: volume do cilindro, do parale-
lepipedo e do volume de esfera e de suas segoes), representacao cartesiana de pontos, dentre
outros topicos. Esta modelagem poderia ser abordada tanto no Ensino Médio quanto no Ensino
Superior.

Perguntas sobre qual dos modelos obtidos melhor representaria a fragdo de volume de um
meio poroso certamente surgiriam num ambiente de discussao sobre modelagem e algumas res-
postas poderiam ser obtidas com andlises sobre a continuidade da fungao. Investigagbes sobre a
existéncia de derivadas para cada uma das fungoes poderiam ser realizadas e levariam a conclusao
de que o volume esférico conduz a uma fracao de volume com derivadas de todas as ordens em
todos os pontos do seu dominio [4] e neste sentido, aconteceria um refinamento ou uma melhora
no modelo matematico a partir da mudanga da forma do volume de controle empregado. Além
disso, questoes sobre como seriam os modelos para dimensoes maiores dos volumes de controle
estudados (aqui assumimos r = L/2 e b = L) e qual o significado disso para a modelagem de
meios porosos também seriam temas de estudo. Perguntas sobre o que aconteceria com o modelo
se a geometria do meio poroso fosse diferente daquela do modelo conceitual de placas paralelas
apresentado na Figura 1 seriam interessantes temas de pesquisa.

Todas as discussoes geradas a partir do processo de modelagem podem passar despercebidas
ao se olhar para uma funcao apenas a partir de sua férmula pronta. Neste sentido, concordamos
com o argumento de [1] de que “F necessdrio que 0s alunos tenham a oportunidade de discutir (e
experimentar quando for o caso) as circunstincias que conduziram o pensamento humano para
tal representacao matemdtica’, nao apenas dentro do discurso pedagdgico das ciéncias como
quimica, fisica e biologia, mas também no discurso pedagdgigo da prépria matematica.

4 Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos a modelagem da fracao de volume de um meio poroso com a
finalidade de revelar como diferentes estruturas geométricas do volume de controle podem gerar
diferentes modelos e como eles podem ser obtidos a partir de uma matematica bésica. Além disso,
apontamos varias perpectivas de possiveis trabalhos com modelagem matematica a partir deste e
também varias de suas contribuicoes para o estudo de funcoes e para a Educacao Matemaética de
modo geral. Portanto, concluimos que a modelagem é um caminho dindmico e interativo para o
processo de ensino-aprendizagem de matematica ao apresentar a construcao de modelos a partir
de um problema fisico real cujas expressoes sao constituidas por fungoes usuais no Ensino Médio
e Superior.
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