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O matemático noruguês Sophus Lie desenvolveu um método baseado no conceito de
simetria para encontrar soluções de equações diferenciais. Essencialmente, uma simetria
para a equação diferencial ordinária y′ = ω(x, y) é uma transformação Γ que preserva sua
estrutura. Isto é, se Γ(x, y) = (x̂, ŷ) então a equação diferencial ŷ′ = ω(x̂, ŷ) é satisfeita.

Uma das vantangens do método desenvolvido por Lie é a possibilidade de resolver
equações que não se enquadrem previamente nos métodos usuais de solução, possam ser
resolvidas. Neste contexto, considera-se uma famı́lia Γε de simetrias, a qual constitui um
grupo de Lie a um parâmetro. Ao menos localmente, há uma correspondência um a um
entre cada grupo de Lie a um parâmetro e seu campo vetorial tangente (ξ, η). Temos(

dx̂

dε
,
dŷ

dε

)
= (ξ(x̂, ŷ), η(x̂, ŷ)), (x̂(x, y, 0), ŷ(x, y, 0)) = (x, y)

Em [2], prova-se que uma famı́lia de equações diferenciais primeira ordem que admite os
geradores infinitesimais

ξ =
1

f ′(x)
, η = − p′(x)

f ′(x)p(x)
· y −− q′(x)

f ′(x)p(x)
, (1)

tem a forma
dy

dx
=
f ′

p
G(py + q)− q′

p
− p′

p
y. (2)

Além disso, são caractarizadas subfamı́lias de equações de Riccati

dy

dx
= f2(x)y2 + f1(x)y + f0(x), (3)

que admitem geradores infinitesimais como em (1). Eles reescrevem (1) fazendo f ′ → f
p
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(
p

f
,−p

′y + q′

f

)
(4)
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e consideram G = u 7→ u2 + au+ b.
A equação de Riccati (3), expressa em termos de a, b e das funções f , p e q do gerador

de simetrias (4) tem a forma

dy

dx
= fy2 +

(a+ 2q)f − p′

p
y +

((a+ q)q + b)f − q′p
p2

(5)

Cheb-Terrab e Kolokolnikov [2] analisam casos para os quais os geradores (4) podem ser
determinados. Eles cosideram em (5): p′ = 0, q′ = 0, f = p ou q = p. Quando p′ = 0,
o geradores dependem apenas de x e são determinados como em [3], sendo da forma
(ξ, η) = (F (x), Q(x)); quando q′ = 0, (4) é da forma (ξ, η) = (F(x),P(x)y) e (5) pode ser
resolvida como em [4]; quando f = p, através da mudança de variáveis y = u/f , a EDO
em u admitirá (ξ, η) = (1,−q′); e quando q = p, pela mudança de variáveis y = u− 1, a
equação em u admitirá simetria da forma (ξ, η) = (p/f, (−p′/f)u) e (5) pode ser resolvida
como em [4].

Assim, seguindo esses passos, um algoritmo para encontrar simetrias lineares da forma
(ξ, η) = (F (x), P (x)y +Q(x)) para equações de Riccati consiste em:

(i) Usar [3] e [4] para verificar se a EDO admite simetria da forma (ξ, η) = (F(x),Q(x))
ou (ξ, η) = (F(x),P(x)u);

(ii) Se a EDO pertence à famı́lia invariante onde f = p ou p = q, utilize as mudanças de
variável indicadas e recaia no caso anterior;

Em [1], os autores propõem um método de resolução para a equação de Riccati (3)
para casos em que certas relações entre seus coeficientes sejam satisfeitas. Além disso, eles
aplicam o método à equação de Riccati que surge na EDP de Gross-Pitaevskii que modela
o fenômeno do condensado de Bose-Einstein. O objetivo deste trabalho é relacionar os
dois casos tratados por [1] e os propostos por [2]. Como resultado parcial, mostramos que
o primeiro caso de [1] corresponde ao caso q′ = 0 de [2]. Nossa próxima etapa consiste em
analisar o segundo caso bem como considerar possibilidades não tratadas por [1].

Os autores agradecem o apoio da CAPES e da FAPERJ para realização deste trabalho.
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