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Abstract— Compartmental models have been targets of scientific research in various areas of knowledge, eg,
Engineering, Physics, Mathematics, Ecology and Medicine. In this work, we investigated the dynamics of a
compartmental epidemiological model through stochastic differential equations. The model was built from the
classical model compartmental Susceptible-Infected-Recovered and the results were obtained by Monte Carlo
simulation. The mean values of the population of susceptible and infected are showed and investigated the
dynamics of classical model and stochastic model by varying the rate of strength of an infection.
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Resumo— Modelos compartimentais tém sido alvos da investigacado cientifica em diversas dreas do conheci-
mento como, por exemplo, Engenharias, Fisica, Matematica, Ecologia e Medicina. Neste trabalho, é investigada
a dinamica de um modelo compartimental epidemiolégico através de equacoes diferenciais estocasticas. O mo-
delo foi construido a partir do modelo cldssico compartimental Suscetivel-Infectado-Recuperado e os resultados
foram obtidos por simulagdo de Monte Carlo. Sdo apresentados os valores médios da populagao de suscetiveis e
infectados e investigada a dinamica dos modelos cldssico e estocdstico através da variagdo da taxa que mede a
forca de uma infecgéo.

Palavras-chave— Dinamica Estocéastica, Equacoes Diferencias Estocédsticas, Modelos Compartimentais, Si-
mulagdo de Monte Carlo.

1 Introducao uma epidemia é necessario a elaboracao de um
modelo matemaético capaz de tais previsoes. A
dindmica do modelo SIR é bem representada se
se considera a distribuicao homogénea das indivi-
duos . Entretanto, quando se considera iteragoes
estocasticas existentes entre os individuos, que sao
tipicas de sistemas multiagentes, percebe-se que é
necessario modificar o modelo SIR classico para
chegar em resultados de interesse.

Diferentes modificagoes tém sido aplicadas no
modelo SIR original a fim de acrescentar varidveis
estocdsticas em sua estrutura: (Zhang et al., 2013)
incorpora uma distribuicao de escala livre e rede
estruturada num modelo estocastico SIR anali-
sado através de redes complexas; (Ji et al., 2012)
investiga um modelo SIR, que sofre uma pertur-
bacao estocdstica, através de funcionais estocésti-
cos de Lyapunov; (Schuetz et al., 2008) cria um
modelo SIR estocastico baseados na teoria de gra-
fos, representado os individuos e suas interagoes
por nds e conexoes. Os autores mapeiam o con-
junto de equagoes mestras do modelo SIR esto-
castico numa formulagdo quantica em termos de
operadores de spin de tal forma que é possivel ob-
ter uma solugao exata para o sistema para condi-
¢oes iniciais arbitrérias. Os resultados da solugao
exata sao comparados com simulagoes numéricas;
(Tornatore et al., 2005) propoe um modelo esto-

A classificacao dos individuos em estados ou com-
partimentos é a abordagem mais utilizada para
estudar sistemas epidemiolégicos. Kermack e Mc-
Kendrick (Kermack and McKendrick, 1927) pro-
puseram um modelo, baseado em equagoes dife-
rencias ordindrias nao-lineares, para investigar a
propagacao de uma doenca infecciosa que se espa-
lha rapidamente por um populacao. Usualmente
denomina-se o modelo de Kermack e MacKendrick
de modelo SIR. Também utilizaremos o termo mo-
delo SIR classico ou modelo SIR original para
diferencid-lo do modelo SIR estocastico proposto
por este trabalho.

O modelo SIR gerou contribui¢es importan-
tes na epidemiologia matematica, dentre as quais
destacam-se a agao de massa e existéncia de um
limiar para a erradicacao da doenca e continua
sendo estudado até os dias de hoje (Morais, 2012),
(Satsuma et al., 2004). H&, porém, contribuicoes
que ainda podem ser feitas e que nao sao sufici-
entemente explicadas pelo Modelo SIR Cléssico,
como, por exemplo, a persisténcia de doencas in-
fecciosas e a influéncia da distribuicao espacial e
temporal dos agentes individuos na propagacao da
doenca.

Para entender e prever o comportamento de
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castico SIR com e sem intervalo de tempo de dis-
tribuicao e investiga sua estabilidade. As simula-
¢Oes numeéricas mostram que a introducao de ruido
modificam os limites para uma epidemia ocorrer e
identificar esses limites no trabalho.

Neste trabalho, é investigada a dinamica de
um modelo compartimental epidemiolégico atra-
vés de equagoOes diferenciais estocasticas. O mo-
delo obtido foi construido a partir Modelo Cléassico
SIR através da inclusao de um termo estocéstico
nas equagoes diferencias que descrevem os indivi-
duos suscetiveis e infectados. A dindmica é inves-
tigada através da andlise do termo dos conjunto
de equagbes que representa a forca da infecgao.
Ambos os modelos foram analisados e os resul-
tados sao apresentados, assim como comparagoes
entre eles. para o modelo estocéstico, em particu-
lar, as equagoes diferenciais foram simuladas por
processo de Monte Carlo e foram apresentos como
resultados termos médios da simulacao.

2 DModelo SIR Original

No modelo SIR divide-se a populacao em trés clas-
ses: a classe dos suscetiveis, S, composta por in-
dividuos que podem contrair a doenca através de
contato com individuos infectados; a classe do in-
fectados , I, formada por individuos que tém a do-
enga e podem transmiti-la; e a classe dos removi-
dos ou recuperados, R, que passaram pela doenca
e nao sao mais nem suscetiveis nem infectados,
de modo que eles ou morreram ou se recupera-
ram. Desta forma, assume-se a cura confere imu-
nidade (Monteiro, 2010). Sejam S(t), I(t), R(t)
os numeros ou individuos de cada classe no ins-
tante £. O modelo SIR pode ser expresso como
(Nepomuceno, 2005) :

ds
i uN — uS — BIS/N,
dI
= BIS/N =3I = u, (1)
dR
— =~ — uR + puN,
dt Y H bp
em que o estado inicial é (S(0),1(0), R(0)) > 0,
S, I, R s@o o nimero de individuos suscetiveis,
infectados e recuperados, respectivamente; N é o
numero total de individuos, 8 é a taxa de trans-
missao; 4 é taxa de novos suscetiveis, sendo que
para manter a populagao contante faz-se a taxa de
mortalidade d = u; 7y é a taxa de individuos infec-
tados que sao recuperados e S(t)+I(t)+R(t) = N.
Tais constantes positivas caracterizam a interagao
entre o individuo infeccioso e a populacao. Neste

modelo assume-se que:

e 0 nimero de infectados aumenta segundo
uma taxa proporcional ao produto entre o ni-
mero de infectados e o de suscetiveis, sendo
os suscetiveis perdidos nesta mesma taxa;
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e a taxa de passagem dos infectados para a
classe dos recuperados é proporcional ao nu-
mero de infectados;

e 0 periodo de incubacao é desprezivel, de ma-
neira que um suscetivel que contrai a doenga
torna-se imediatamente infectado;

e as trés classes estao uniformemente distribui-
das no espaco. Assim, as taxas de encontro
independem da localizagao geogréfica, o que
permite modelar este sistema por equagoes di-
ferenciais ordinarias.

Analisam-se as solugoes do sistema 1 por meio
do conceito de fator de reprodutividade basal, de-
finido a partir dos parametros 3, v e o estado ini-
cial (5(0),1(0), R(0)). Da segunda equacao de Eq.
1 temos:

dI(t)
dt

li=o = I1(0)(8S(0) — v — p). (2)

Desta forma, a doenga de espalha e o nu-
mero de suscetiveis diminui consideravelmente se
dI(t)/dt > 0, ou seja, se 8S(0) > v — p. Se
BS(0) < v+ u ndo hé infeccdo. Portanto, o fator
de reprodutividade basal é definido como:

— ﬂS(O) (3)

0—7_1_”7

e verifica-se que hé epidemia se Ry > 1 ou nao hé
epidemia se Ry < 1.

Dividindo as equagoes em 1 por N e desconsi-
derando R, que pode ser obtido por R=N—-S—-1
tém-se:

ds/dt = p— pS — Bis, S(0) = sg

di/dt = Bis — i — i, i(0) = Iy @

=0,
>0,

assumindo que 8I/N = Bi como sendo a média do
numero de contatos com infectados por unidade de
tempo de um individuo infectado.

3 Modelo SIR Estocastico

Um processo estocastico no espacgo de probabili-
dade (2, F, P) é uma colecao indexada de X¢,t € I
de variaveis aleatérias. Para investigagao de equa-
¢oes diferenciais estocdsticas considera-se ¢ como
tempo e o conjunto de indices é usualmente um
intervalo de tempo da forma [0, 4+00), [—00, +00]
ou [a,b] (processos estocdsticos em tempo conti-
nuo). Noutras situagoes, I pode ser o conjunto dos
inteiros ou inteiros nao-negativos (processos esto-
césticos em tempo discreto). Como cada varidvel
aleatéria X; = Xy(w) é uma funcdo do “acaso”
w € 2, um processo estocastico pode ser conside-
rado uma fungao de duas varidveis: t € I e w € €,
ou seja, € uma funcao do tempo e do “acaso”.

Se fixarmos o “acaso” w obtemos uma fungao
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apenas do tempo denominada trajetoria do pro-
cesso estocastico. Um processo estocastico pode,
portanto, ser interpretado como uma colegao de
trajetérias, uma para cada estado do “acaso” w.

Uma equacgao diferencial estocéstica pode ser
escrita como (Oksendal, 2007):

dX
dt
em que b e o sao fungoes dadas e Wy é o termo esto-

castico que representa um ruido branco. Assumi-
se que W, possui as seguintes propriedades:

= b(t7Xt) + U'(t, Xt) . Wt7 (5)

o i1 £ty = W, e W, s@o independentes;

o {W,} é estaciondrio, ou seja, a distribuigao
conjunta de {Wy, 14, ..., Wy, 4+} nao depende
det;

e E[W;] =0 para todo t.

As propriedades citadas de W; descrevem algu-
mas caracteristicas do processo de Wiener ou mo-
vimento browniano. Maiores detalhes do processo
de Wiener podem ser obtidos em (Morais, 2012),
(Oksendal, 2007) e (Braumann, 2005).

O modelo SIR pode ser modificado de modo
que haja a insercao de varidveis estocédsticas na
sua descrigdo. Sejam as matrizes esperanga mate-
matica, F, e covariancia, COV, respectivamente
dadas por:

N
E= Zpi)\i (6)
i=1

N
COV = pidiAl, (7)
i=1
em que A; é a mudanga de estado e p; é a probabi-

lidade desta mudanca. Aplicando 6 e 7 no sistema
de equagoes 4, obtém-se:

_ | ppS—pi
E_[ﬂis—’yi—,ui]’ (8)
| p—ps—pi —Bsi
COV_{ —Bsi Bis—k’yi—ﬂm‘] )

E o sistema de equacgoes 4 pode ser reescrito
com a adicao do termo estocastico:

dW,

ds/dt = p — ps — Bis + B prt S(0) = sp > 0,
d
di/dt = Bis — yi — pi + 322%, i(0)=1p >0,

em que W7 e W5 sao processos estocasticos de Wi-
ener e o vetor B é a raiz quadrada da matriz de
covariancia COV.
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4 Resultados

Verificou-se o comportamento dinamico do mo-
delo SIR cléssico a partir da variagao do valor da
taxa de infecgao 3. Foram considerados os seguin-
tes parametros: § = 0,002;0,4;0,5;0,7, v = 0,4,
© = 0,016. O numero de individuos foi normali-
zado, ou seja, N = 1. As condigGes iniciais sao
85% da populagao no estado de suscetiveis e 5%
no estado de infectados.

7

[ 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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Figura 1: Modelo SIR Classico. Com a taxa de
infeccao f = 0,002 e 8 = 0,4 da populagao nao
é possivel estabelecer uma epidemia, ou seja, a
forca da infeccao é pequena para estabelecer o
contdgio. Para 8 = 0,4 a curva de suscetiveis
diminui um pouco, mas logo retorna para o va-
lor maximo da populagao. Ja para as taxa de
infeccao B = 0,5 e B = 0,7 a doenca de espa-
lha e o ntmero de suscetiveis cai rapidamente.
Apos a infecgao estabelecer-se, a partir de 200 s, a
fase endémica comega a aparecer, a partir da qual
nao se observa mais oscilagoes na curva. Parame-
tros: 8 =0,002;0,4;0,5;0,7, v = 0,4, u = 0.016,
N = 1. Rotina: SIRCLASSICO.SCE

Para f = 0,002 e 5 = 0,4 obtém-se
Ry = 0,004 e Ry = 0,850, respectivamente, e
a infeccao nao é capaz de atingir uma grande
parte da populagao. Ja para 8 =0,5e 8 =0,7
tém-se Ryg = 1,062 e Ry = 1,487 e o consequente
estabelecimento da epidemia. Neste caso, a Fig.
1 mostra uma solugdo do modelo SIR com faixa
de tempo suficiente para apresentar as fases
epidémicas e endémicas. O rdapido decrescimento
da populacao de suscetiveis corresponde a fase
epidémica; o nivel de infecgao cresce rapidamente,
levando o numero de suscetiveis a um nivel
inferior ao equilibrio em estado permanente.

(10) A partir de 200 s da-se lugar a fase endémica

onde se observa um padrao senoidal ligeiramente
amortecido em torno do ponto de equilibrio.

Para simulagao do modelo SIR estocéstico fo-
ram utilizados os mesmos parametros do modelo
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SIR classico. O processo foi inicializado com 85%
da populagao no estado de suscetiveis e 5% no
estado de infectados. Foi utilizado o método de
Monte Carlo para obter o valor de cada indivi-
duo suscetivel e infectado: para cada instante ¢
foi simulada 1000 iteracoes para cada equacao do
sistema 10 e calculada a média dessas iteragoes
para obter um individuo suscetivel e um indivi-
duo infectado.

O sistema de equagoes 10 gera um conjunto
de trajetorias do modelo SIR estocastico proposto.
As trajetérias mudam em cada simulagao, como é
de se esperar de um processo dessa natureza. A
Fig. 2 mostra uma trajetéria para 8 = 0,002 de
valores médios obtidos para a populacao de susce-
tiveis e infectados.

Modelo SIR Estocastico

7= 0,002
Média = 0,962

ity IJ i |\|va i
AR

0088 I I‘ \”N “ il n‘\ il
0.962 V' H' \' “ ‘f ‘\ \H‘ 1T ”

Meédia Suscetiveis

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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Figura 2: Modelo SIR Estocastico. Uma traje-
téria para § = 0,002. Sao aprasentados os valo-
res médios de 1000 iteragoes para cada individuo
suscetivel e infectado. Com a taxa de infecgao
B = 0,002 da populacdo nado é possivel estabele-
cer uma epidemia, mas diferentemente do modelo
cldssico, o numero de suscetiveis nao tende ao va-
lor total da populagdo e o nimero de infectados
nao tende a zero. Observa-se uma variagao dos va-
lores médios ao torno de 0,966 e 0,517 para os in-
dividuos suscetiveis e infectados, respectivamente.
Parametros: 8 = 0,002, v = 0,4, p = 0.016,
N = 1. Rotina: SIRESTOCASTICO.SCE

A Fig. 3 mostra os resultados das simulagoes
para 8 = 0,25, com os valores médios de susceti-
veis e infectados em torno de 0,437 e 0,587, res-
pectivamente, e A Fig. 4 mostra os resultados
das simulagoes para 5 = 0,40, com os valores mé-
dios de suscetiveis e infectados em torno de 0,441e
0,582.

O comportamente médio do modelo estocés-
tico comporta-se qualitativamente semelhante ao
modelo cldssico, com a variagao da populagao de
suscetiveis e infectados de acordo com o valor da
taxa de infeccao . Em ambos os modelos, a me-
dida que cresce o valor da taxa de infecgao, a po-
pulacao de suscetiveis diminiu e a populacao de
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Figura 3: Modelo SIR Estocastico. Uma traje-
téria para 8 = 0,40. Sao aprasentados os valo-
res médios de 1000 iteragoes para cada individuo
suscetivel e infectado, respectivamente. Com a
taxa de infecgdo f = 0,40 da populagdo tem-se
Ry = 0,850. A variagao dos valores médios acorre
em torno de 0,437e 0,587 para os individuos susce-
tiveis e infectados, respectivamente. Parametros:
68 = 0,40, v = 0,4, p = 0.016, N = 1. Rotina:
SIRESTOCASTICO.SCE
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Figura 4: Modelo SIR Estocédstico. Uma traje-
toria para 8 = 0,50. Sao aprasentados os valo-
res médios de 1000 iteragoes para cada individuo
suscetivel e infectado, respectivamente. Com a
taxa de infeccao 8 = 0,40 da populagao tem-se
Ry =1,062. A variagao dos valores médios acorre
em torno de 0,441e 0,582 para os individuos susce-
tiveis e infectados, respectivamente. Parametros:
B = 0,40, v = 0,4, u = 0.016, N = 1. Rotina:
SIRESTOCASTICO.SCE
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infectados aumenta. H4, entretanto, algumas di-
vergéncias. Por exemplo, no modelo classico, para
B = 0,70 a populagao de suscetiveis atinge um pri-
meiro minimo em 25 s de 42%, um segundo mi-
nimo em 120s de 56% enquanto a populagao de in-
fectados atinge os valores maximos 10% e 3% nos
mesmos instantes de tempo. Apds 200s, o modelo
classico apresenta a fase endémica da doenca com
58% e 2% da populacao de suscetiveis e infectados,
respectivamente, mostrando que a infecgao nao se
extingue completamente. No modelo estocéstico,
para 8 = 0,40 tem-se uma populagdo média de
suscetiveis de 43,4% e uma populacao média de
infectados de 79,8%. Ou seja, o modelo estocés-
tico nao prevé a extingao da infeccao mesmo com
Ry < 1, pois existe uma probabilidade nao-nula de
que a infeccao se espalhe e contamine uma parcela
grande da populagao. Também nao é possivel fa-
lar de comportamento de fase endémica no modelo
estocdstico, pois ele nao apresenta amortecimento
nas oscilagoes. Verifica-se que o modelo estocés-
tico é sensivel ao valor da taxa de infeccao (; para
B > 0,50 nao se percebe variagoes significativas na
populacao média de suscetiveis. Tais observagoes
constam na pauta de investigacao da pesquisa que
gerou este trabalho cujos resultados sao prelimi-
nares. Pretende-se ainda aprofundar a pesquisa
sobre a dinamica estocdstica desse modelo.

5 Conclusao

O modeo SIR clédssico é um exemplo de mode-
los compartimentais e sua investigacao tem sido
utilizada para entender como populagoes de in-
dividuos com caracteristicas diferentes interagem
entre si. Aos modelos compartimentais pode-se
incluir elementos estocdsticos para aproximé-los
de situagoes mais reais e propor entao técnicas
de controle ou analise de estabilidade. Diferentes
abordagens de processos estocasticos em modelos
compartimentais podem ser realizadas: investiga-
cao através de redes complexas aleatorias, mode-
lagem por processos de Markov, modelagem por
métodos de perturbagao, dentre outros. Neste tra-
balho, procurou-se investigar a dinamica do mo-
delo SIR incluido ao modelo original termos es-
tocéasticos descritos por equacgoes diferenciais es-
tocasticas. Observou-se que o modelo estocas-
tico proposto comporta-se qualitativamente seme-
lhante ao modelo cldssico SIR, mas ainda apre-
senta limitacoes para investigagao de valores mai-
ores da taxa de infeccao da populacao. O trabalho
remete para futuras investigacoes sobre dinamica
estocdstica em modelos compartimentais.
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