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Os polinômios ortogonais ocupam um lugar muito importante no desenvolvimento de
muitas áreas de matemática pura e aplicada, como, na teoria das equações diferenciais,
teoria da aproximação das funções, na análise numérica, entre outras.

Dentre os polinômios ortogonais clássicos, temos os polinômios de Chebyshev de pri-
meira, segunda, terceira e quarta espécies. Grande parte dos livros e artigos de pesquisa
que tratam dos polinômios de Chebyshev contêm principalmente resultados dos polinômios
de primeira e segunda espécies com suas numerosas aplicações. No entanto, há apenas uma
literatura muito limitada sobre polinômios de terceira e quarta espécies.

Desta forma, o objetivo deste trabalho é apresentar as principais propriedades destes
polinômios, as quais mostraremos a seguir e também podem ser vistas em detalhe na
referência [2].

Definição 1. Os polinômios de Chebyshev Vn(x) e Wn(x) de terceira e quarta espécies
são polinômios de grau n em x definidos, respectivamente, por

Vn(x) =
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)
θ

cos θ2
,

e

Wn(x) =
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(
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2

)
θ

sen θ2
,

onde x = cosθ.

Os polinômios Vn(x) e Wn(x) são, de fato, obtidos a partir de dois polinômios parti-

culares de Jacobi P
(α,β)
n (x), para dois casos especiais não simétricos β = −α = ±1

2 . Estes
são explicitamente:
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Teorema 1. Os polinômios de Chebyshev de terceira e quarta espécies satisfazem a se-
guinte relação de recorrência de três termos:

Vn(x) = 2xVn−1(x) − Vn−2(x), (n = 2, 3, ...)

com V0(x) = 1 e V1(x) = 2x− 1, e

Wn(x) = 2xWn−1(x) −Wn−2(x), (n = 2, 3, ...)

com W0(x) = 1 e W1(x) = 2x+ 1.

Também é posśıvel representá-los da seguinte forma

Vn(x) = u−1T2n+1(u), Wn(x) = U2n(u), u = cos
1

2
θ,

onde Tn(x) e Un(x) são polinômios de Chebyshev de primeira e segunda espécies, respec-
tivamente.

Os zeros de Vn(x) e Wn(x) são dados, respectivamente, por

x = cos
(k − 1

2)π

n+ 1
2

e x = cos
kπ

n+ 1
2

. (k = 1, 2, . . . , n)
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