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Caracterização de famı́lias de sistemas fortemente monótonos
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Considere o seguinte sistema dinâmico parametrizado

ẋ(t, α) ∈ F (t, x(t, α), α) q.t.p. t ∈ [S, T ],

onde A um espaço métrico compacto e cada α ∈ A.

A solução para uma familia de multifunções {F (·, ·, α) : [S, T ] × Rn → Rn/α ∈ A} é
uma familia de arcos {x(·, α) ∈W 1,1([S, T ];Rn)/α ∈ A} tal que, para quase todo t ∈ [S, T ],
tem-se,

ẋ(t, α) ∈ F (t, x(t, α), α) q.t.p. t ∈ [S, T ].

A seguinte definição pode ser encontrada em [1].

Definição 0.1. Seja ϕ : Rn → R função semicont́ınua inferiormente (s.c.i.).

• O sistema (ϕ, F ) é fortemente decrescente se para qualquer trajetória x(·), tem-
se ϕ(x(t)) ≤ ϕ(x(0)) para todo t ≥ 0. Isto equivale à função t 7→ ϕ(x(t)) ser
decrescente, sempre que x(·) seja uma trajetória.

• O sistema (ϕ, F ) é fortemente crescente se para qualquer trajetória x(·) a função é
t 7→ ϕ(x(t)) é crescente.

Na teoria clássica de multifunções temos caracterizado quando um sistema (ϕ, F ) é
fortemente decrescente (crescente), por exemplo em [1] fornece uma caracterização hamil-
toniana. A saber

• ϕ : Rn → R s.c.i. e F localmente Lipschitz, então (ϕ, F ) é fortemente decrescente se
e somente sé HF (x, ∂Pϕ(x)) ≤ 0, para todo x ∈ Rn.

onde
HF (x, v) = max

v∈F (x)
〈ξ, v〉, ∀ξ ∈ ∂Pϕ(x).

e
hF (x, v) = min

v∈F (x)
〈ξ, v〉, ∀ξ ∈ ∂Pϕ(x).
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Caracterizaremos este tipo de resultado quando a multifunção depende de um parâmetro
que pertence a um conjunto compacto, sobre certas hipóteses sobre os dados. O seguinte
resultado é para uma familia de sistemas fortemente crescentes.

Teorema 0.1. Seja A um espaço métrico compacto finito. Seja {φ(·, ·, α)/α ∈ A} uma
famı́lia de funções Lipschitz tal que α 7→ φ(t, z, α) é cont́ınua. Se F (·, ·, α) é localmente
Lipschitz, então ({F (·, ·, α)}, {φ(·, ·, α)}) é fortemente crescente sobre (S, T ) × C se e só
se existe uma medida de probabilidade Λ ∈ C∗(A) tal que para todo (t, z) ∈ (S, T ) × C e
para alguns (ξα, ηα) ∈ ∂φ(t, z, α) tem-se∫

E

(
ξα + min

v∈F (t,z,α)
ηα · v

)
dΛ(α) ≥ 0, ∀E ∈ βA.

O que generaliza a teoria de sistemas fortemente crescentes e decrescentes. Este tipo
de resultados são de utilidade por exemplo na aplicação a problemas de controle ótimo
minimax, além de proporcionar certos critérios para caracterizar a teoria de Lyapuonov
quando a dinâmica(multifunção) depende de parâmetros.
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