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Este trabalho é dedicado ao estudo de um tipo de método de projeção para aproximação
de solução de equações integrais do tipo

u(x) + p(x)u(h(x)) +

∫ b

a
K(x, t)g(u(t))dt = f(x), (1)

em que a, b ∈ R, a ≤ x, t ≤ b, K(x, t), p(x), g, h(x) e f(x) são funções conhecidas e
suficientemente suaves. Como exemplo, consideramos o problema de valor de contorno

θ′′ = −α2sen(θ) + g(t), θ(0) = θ(1) = 0, (2)

que modela o movimento angular de um pêndulo simples. Essa equação é equivalente à

θ(t) + α2

∫ 1

0
(tx−min(t, x)) sen(θ(x))dx =

∫ 1

0
(tx−min(t, x)) g(x)dx, t ∈ [0, 1]. (3)

De acordo com [2], equações integrais são importantes em vários campos da ciência
como eletromagnetismo, mecânica quântica, fenômenos biológicos, economia, dentre ou-
tros, mas muitas delas não podem ser resolvidas analiticamente, necessitando assim de
métodos numéricos [1].

O método de projeção que temos interesse neste trabalho é o método de espaços de
Hilbert de reprodução (EHR). A ideia deste método é representar a solução de (1) em
uma base ortogonal para esse espaço [2, 3].

Para explicar brevemente a ideia do método, podemos supor que a equação (1) pode
ser escrita como

Lu(x) = f(x) = F (x, u(x)), (4)

em que L : H → H é um operador linear e limitado. Vamos supor ainda que H é um
espaço de reprodução, ou seja, que é um espaço de funções u : [a, b] → R tal que o
funcional linear δx, dado δx(u) = u(x), para cada x ∈ [a, b], é sempre limitado. Nesse caso,
para cada x ∈ [a, b], existe uma única função Rx ∈ H para a qual vale a propriedade de
reprodução
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u(x) = 〈u,Rx〉, u ∈ H, (5)

onde 〈·, ·〉 denota o produto interno de H [3]. Pode-se mostrar que, se {xi}∞i=1 é denso
em [a, b], então {ψi} = {L∗Rxi} é um conjunto gerador de H e gera a base ortogonal
{ψi =

∑i
j=1 βijψj}. A solução aproximada de (4) é dada por (6), com convergência na

norma de H e uniforme, e pode ser obtida resolvendo um sistema linear [2].

un(x) =
n∑

i=1

〈
u, ψi

〉
ψi(x) =

n∑
i=1

i∑
j=1

βijf(xj)ψi(x), x ∈ [0, 1]. (6)

Como exemplo desse método, obtemos a Figura 1, para a equação linear (7), com
n = 20 e integração numérica pela regra dos trapézios. A solução exata é u(x) = ex.

u(x) +

∫ 1

0
xsu(s)ds = ex + x, t ∈ [0, 1]. (7)
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Figura 1: (a) Solução aproximada obtida e (b) erro cometido na aproximação.

Para o caso de equações não lineares é necessário um processo iteretivo para estimar
os valores de F (xi, u(xi)), o que tem se mostrado eficiente em vários trabalhos como [2,3].
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