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Este trabalho expoe as defini¢Ges das classes de fungoes denominadas produto sucessivo
e soma sucessiva [2], semelhantes a produtérios e somatérios usuais, porém mais genéricas, e
apresenta algumas de suas propriedades. Estas fungoes estendem recursoes usuais e oferecem
resultados para valores comumente impostos por definicdo, como o fatorial de zero e 0V.

1 Operacgoes Sucessivas de Produto e Soma

Seja um grupo G(A,-) e SZ o conjunto das sequéncias inteiras sobre A, na forma geral,

(a;) = (0,0 1,00, 01, 02,...);VieZ. (1)

Nestas condigoes, define-se recursivamente, conforme [2], a funcao P, : SZ x Z — A por
P,.((a:),0) = ¢y, € ()

P,((ai),z+1) = P,((;),2) - 0z41; VzEZ, (3)

denominada produto sucessivo de (a;), calculado em i = z, onde 7.y é o elemento neutro da
operagao bindria (-). Por conveniéncia, P,((a;), z) serd simbolizada através da notagao

P.(a;i),z) = a5 Vzey. “4)

Substituindo (-) por (4), que além de associativo também é comutativo, o mesmo pode ser
feito com o grupo G(A, +), estabelecendo desta vez a soma sucessiva, S, : SZ x Z — A:

S ((:),0) = (s, € (5)
S, ((a;),z+1) = S,((@;),2) + ¢z41; VzEZ, (6)

onde 7(4) é o elemento neutro da operagao bindria (+). Por conveniéncia, Sy, ((a;), 2) serd
simbolizada através da notagao

S;((ai),2) = a;}'75 5V zeZ. (7)
Os valores desses produtos e somas para z negativo sao obtidos considerando as recursoes
como sistemas de equacoes, (2)-(3) e (5)-(6), e fazendo z = —1,z = =2,z = —3, etc. Por

exemplo considerando (2)-(3), para todos os inteiros, obtém-se
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2
a7 = ay-ayas- ...'CAZ_1‘(/.Z;VZ€Z*+, ®)
(){i!izo = 1]y € )
a1 = () (@) (@) () () sV ez (10)

2 Transformadas de Sequéncia Inteira

Define-se a transformada de sequéncia inteira pela soma sucessiva, T's, : SZ — SZ, como
uma sequéncia formada por valores de somas sucessivas, calculados em i = z:

i=z\ _ i=
(@i}'=) = (o}
Por simplicidade e clareza, as seguintes notagoes introduzidas em [2] sdo aqui utilizadas:

(@il’™) = ;) = 0;}'sVzel. (12)

A nova sequéncia T's, pode também ser transformada produzindo outra T's, e assim por

diante,n vezes ou até a ordem n. Similarmente a T's,, define-se a transformada de sequéncia
inteirapelo produtosucessivo, T'p, : SZ — SZ,bem como suas transformagoes subsequentes.

=1 =0 =1 = .
z,...,Cl,‘_}_[ ,a,-_}_’ ,Cl,'_{_l ,...,(1,‘_}_’ z,...),VZGZ. (11)

3 Algumas Aplicagoes dos Produtos e Somas Sucessivos

nl = il"="; v ne)N. (13)
x* =x1"=";VzeZ; Vx€IR*. (14)
Destaca-se aseguinterelacaoentre produtoe transformada de ordem n pelasomasucessiva:
iji=7 = z(z+i)li="/(n+1)],Vze Z e Vne N. (15)

Considerando (15) e a defini¢ao usual de nimero binomial, que é dada por
2Cr= nl/[(n-k)kl]l,vkene N,(n-k)=0, (16)
obtém-se os binomiais através de transformadas, bem como sua extensao para z e k inteiros:
ZCr=i'gi=rkl.vkene N;(n-k)=0. (17)
LCh=ilyi=rklhikez*,Vzey. (18)
Ll =i"i=k i keyg Nz el. (19)
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