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1 Introdução

Neste trabalho iremos estudar o processo de ramificação em meio variável, o qual é uma
generalização do chamado processo de Bienaymé-Galton-Watson. Tal processo, que é um
tipo especial de cadeia de Markov, tem diversas aplicações em áreas como a biologia, entre
outras (ver por exemplo [3]). Formalmente definimos o processo da seguinte maneira: Seja
Y0, Y1, . . . uma sequência de variáveis aleatórias discretas não-negativas e independentes.
Chamamos processo de ramificação em meio variável (PRMV) à cadeia de Markov (Zn)n≥0
com valores no conjunto {0, 1, 2, . . .} e probabilidades de transição dadas por:

pn(i, j) := P (Zn+1 = j|Zn = i) =


1, para i = 0 e j = 0;

P
(∑i

r=1 Yn,r = j
)
, para i ≥ 1 e j ≥ 0;

0, para i = 0 e j > 0;

onde Yn,1, . . . Yn,i são variáveis aleatórias independentes e identicamente distribúıdas (i.i.d.)
a Yn, para n ≥ 0. Dado um PRMV (Zn)n≥0 chamamos extinção do processo ao evento

∞⋃
n=1

{Zn = 0}

e denotamos sua probabilidade de ocorrer por q. Se o evento anterior não ocorrer di-
zemos que há sobrevivência do processo. Neste trabalho iremos discutir sobre algumas
das condições conhecidas na literatura para garantir a sobrevivência ou extinção de tais
processos. Para isto iremos comparar resultados obtidos em [1] e [2].

1luna.cunha@usp.br
2andre.pousa@usp.br
3pablor@icmc.usp.br

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

Trabalho apresentado no XXXVIII CNMAC, Campinas - SP, 2018.

010345-1 © 2018 SBMAC



2

2 Condições para sobrevivência e extinção

Denotamos por gj(s), para j ≥ 0, à função geradora de probabilidades da variável
aleatória Yj . Por outro lado, sejam Pn :=

∏n−1
j=0 g

′
j(1), νn := g′′n(1)/g′n(1)2 e ρn := νn +

(1/g′n(1))−1. Em [1] é enunciado e provado o seguinte teorema para a extinção do processo.

Teorema 2.1. [1, Theorem 2] Seja (Zn)n≥0 um PRMV e suponha que

sup
j≥0

{
g′′j (0)

g′′j (1)

}
<∞ e inf

j≥n0

{
g′′j (0)

g′j(1)

}
> 0, para algum n0 ≥ 0.

Então,

q = 1 se, e somente se,
∞∑
j=0

1

Pj+1
=∞.

Já em [2] outro teorema é apresentado para a extinção do mesmo processo.

Teorema 2.2. [2, Theorem 1] Seja (Zn)n≥0 um PRMV e suponha que

E(Y 2
n ;Yn ≥ 2) ≤ cE(Yn;Yn ≥ 2)E(Yn|Yn ≥ 1),

para alguma constante c <∞. Então as seguintes condições são equivalentes:

1. q = 1;

2. E(Zn)2 = o(E(Z2
n)) conforme n→∞;

3.
∑∞

j=0(ρj+1/Pj) =∞;

4. Pj → 0 conforme j →∞ e/ou
∑∞

j=0(νj+1/Pj) =∞.

Como já mencionado, iremos comparar as condições dos Teoremas 2.1 e Teorema 2.2,
e outras existentes da literatura. Também discutiremos exemplos e aplicações de PRMV.
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