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Resumo. Neste trabalho, é relatado um experimento computacional com o objetivo de com-
parar quatro algoritmos heuristicos que podem ser considerados, em diferentes situagoes, os
principais métodos em redugao de largura de banda de matrizes. Foi publicado, recente-
mente, o algoritmo Dual Representation Simulated Annealing para redugdo de largura de
banda de matrizes. Os resultados desse algoritmo superaram os resultados de outro algo-
ritmo, baseado na metaheuristica Variable Neighborhood Search, considerada pelos autores
como o método no estado da arte anterior no problema. Neste contexto, as heuristicas
devem apresentar custo de execugao muito baixo, pois sao utilizadas para acelerar reso-
lutores de sistemas de equagoes lineares. Entretanto, em geral, algoritmos baseados em
meta-heuristicas sao lentos e ndo sao eficazes nesse problema de otimizagdao combinatéria,
mesmo quando aplicados em instancias pequenas. Neste trabalho, comparamos resultados
do algoritmo Dual Representation Simulated Annealing com resultados do método Reverse
Cuthill-McKee, uma variacao desse método e uma variagao da busca em largura, que foram
consideradas, recentemente, as trés heuristicas de baixo custo de execugao mais promissoras
no problema de redugao de largura de banda, para diferentes areas de aplicacao. Baseados
nos resultados de nossos experimentos, consideramos que essas trés heuristicas de baixo custo
de processamento superam o algoritmo Dual Representation Simulated Annealing, quando
o tempo de execugao é uma variavel considerada na comparacao.

Palavras-chave. Matrizes esparsas, algoritmos em grafos, redugao de largura de banda,
teoria dos grafos, renumeragao de vértices.

1 Introducao

Um passo fundamental em diversas aplicacoes cientificas e em engenharia é a solucao de
sistemas de equacoes lineares de grande porte, Az = b, em que A é uma matriz n X n, x
é o vetor de incégnitas e b é o vetor de termos independentes. Geralmente, esse é o passo
que demanda o maior tempo de execucao da simulagao feita em diversas dreas da ciéncia
e engenharia. Politicas de paginacao e a arquitetura hierarquica de meméria dos projetos
de computadores modernos favorecem programas que consideram localidade de referéncia
em memoria. Uma numeracao de vértices adequada é desejada para se obter solugoes
de sistemas de equacoes lineares com baixo custo de execugdo. Com uma ordenacao dos
vértices apropriada, a matriz de coeficientes A associada terd largura de banda pequena,
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justificando, assim, a utilizagdo de heuristicas para reducao de largura de banda como
alternativa para se obter uma numeracao de vértices que forneca coeréncia de cache. As
heuristicas para redugao de largura de banda sao empregadas como um passo de pré-
processamento de matrizes na resolugao de sistemas de equagoes lineares [13, 11, 12].
Seja A = [a;;] uma matriz simétrica, n x n, associada a um grafo nao-direcionado
G = (V,E), composto de um conjunto V' de vértices e um conjunto E de arestas. A
largura de banda da linha ¢ da matriz A é §;(A) = i — 1I%H<IZ [j - ai #0]. Com isso, a

largura de banda da matriz A é definida como 5(A) = max[3;(A)]. De forma equivalente,
a largura de banda do grafo GG, para uma numeragao S = {s(v1), s(v2), - -, s(vjy))}, isto ¢,
uma bijecao de V para o conjunto {1,2,---, |V}, é B(G) = mea&c[({v,u} € E) |s(v)—s(u)|].

O problema de minimizagao de largura de banda pertence & classe NP-Dificil [16].

Os autores do algoritmo Dual Representation Simulated Annealing (DRSA) [20] afir-
mam que esse método é o atual estado da arte em reducao de largura de banda de matrizes.
Foram realizados testes em um conjunto de instancias com, no méximo, 1000 vértices [20],
e foram mostrados resultados que esse algoritmo supera a heuristica baseada na meta-
heuristica Variable Neighborhood Search, considerada pelos autores como o método no
estado da arte anterior no problema, mas com custo de execucao, pelo menos, cinco vezes
mais lenta. Apesar de reduzirem substancialmente a largura de banda da instancia, esses
algoritmos apresentam custo alto de execucao. Nesse problema, todavia, as heuristicas
devem apresentar custo de execugao muito baixo, pois sao utilizadas para acelerar resolu-
tores de sistemas de equagoes lineares. Em geral, algoritmos baseados em meta-heuristicas
séo lentos, mesmo quando aplicados em instancias pequenas. Ainda, os tempos mostrados
sao aqueles em que o algoritmo encontra a melhor solucao [20]. Entretanto, o usudrio
deve esperar a heuristica terminar (sua execucdo), isto é, o melhor resultado pode ser
encontrado pelo programa muito antes do término (da execugao) da heuristica.

Neste presente trabalho, comparamos resultados do método DRSA com o método Re-
verse Cuthill-McKee (RCM) [6] com vértices iniciais fornecidos pelo algoritmo de George-
Liu [7, 8]. Esse método é um dos mais conhecidos para reducao de largura de banda de
matrizes [1, 3, 10, 11, 12, 18]. O método RCM-GL [8] fornece redugoes de largura de
banda razoaveis, a custo de execucao extremamente baixo.

Nossos experimentos também avaliam as heuristicas de Koohestani e Poli (KP-band)
[15] e a busca em largura com ordenacao inversa (RBFS) [12] para numeracao de vértices.
Em publicagdes anteriores [11, 10, 12], foi verificado que esses trés algoritmos fornecem re-
sultados melhores que algoritmos baseados em meta-heuristicas, se o custo computacional
(tempo de execucao e ocupacao de memdria) é levado em consideragao.

O restante deste texto estd estruturado da seguinte forma. Os algoritmos avaliados
neste experimento computacional sao brevemente explicados na Segao 2. Os resultados e
andlises sao apresentados na Secao 3. As conclusoes sao apresentadas na Secgao 4.

2 Algoritmos avaliados

No algoritmo 1, é mostrado um pseudo-cédigo do método Reverse Cuthill-McKee [6]. Esse
método é uma variacao gulosa da busca em largura, em que cada lista de adjacéncias de
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vértices é numerada em ordem de grau (veja a linha 6). Ao final, a numeracao é invertida
(veja a linha 12 nesse pseudo-c6digo).

Algoritmo 1: Método Reverse Cuthill-McKee [6].
Entrada: grafo G = (V, E) conexo; vértice inicial v € V;
Saida: renumeracao S com (|V|) entradas s(1),s(2),---,s(|V]);
1 inicio

2 s(1) «—wv; i« 1; 5« 1;

3 enquanto (¢ < |V|) faga

4 para cada ( vértice w € Adj(G,s(j)) — {s(1),---,s(i)}, em ordem
crescente de grau ) faga

5 i1+ 1; s(i) < w;

6 fim-para-cada;

7 J 7+ 1

8 fim-enquanto;

9 retorna ordem inversa de S;

10 fim.

A heuristica de Koohestani e Poli [15] é baseada na heuristica Reverse Cuthill-McKee
[6]. A diferenga entre elas estd na estratégia utilizada para renumerar os vértices de cada
lista de adjacéncias. Como descrito, no método Reverse Cuthill-McKee [6], os vértices em
cada lista de adjacéncias sao renumerados por ordem de grau (veja a linha 6 no Algoritmo
1). No método KP-band [15], os vértices em cada lista de adjacéncias sdo renumerados na
ordem (crescente) dada pela férmula 0,179492928171 - ¢(w)? + 0, 292849834929 - ¢(w)? —
0,208926175433 - |V| — 0, 736485142138 |V|-¢(w) — 1, 77524579882 - ¢ (w) — 1, 75681383404,
em que ¢(w) é o somatério dos graus dos vértices adjacentes ao vértice w. Note que
ordenar os vértices por essa féormula substitui “em ordem crescente de grau” na linha 6 do
Algoritmo 1.

O algoritmo RBFS [12] é simplesmente uma numeragao de vértices na ordem dada
pela busca em largura e, ao final, a ordem é invertida. Para os trés métodos, Reverse
Cuthill-McKee [6], KP-band [15] e RBF'S, o vértice inicial do processamento é dado pelo
algoritmo de George-Liu (GL) [7]. No algoritmo 2, é mostrado o algoritmo de George e
Liu [7] para encontrar vértices pseudo-periféricos [14]. Dado um vértice v € V', a estrutura
de nivel Z(v) enraizada no vértice v, com profundidade ¢(v), é o particionamento - (v)
= {Lo(v), L1(v), ..., Ly (v)}, em que Lo(v) = {v} e Li(v) = Adj(Li-1(v)) = UjZg L (v),
para i =1,2, 3, ..., l(v) e Adj(U) ={w e V:(ueUCV){u,w} € E}. Em particular,
L(v) = égéué[d(v,u)] representa a excentricidade do vértice v e a distancia d(v,u) é o

tamanho do menor caminho que conecta os vértices v e u. O algoritmo de George-Liu
retorna (na linha 11) um vértice v que tenha excentricidade maior ou igual (veja a linha
7) ao vértice de menor grau em Ly, (v) (veja a linha 5 nesse pseudocédigo).

No algoritmo Dual Representation Simulated Annealing, hd uma representacido dual
interna do problema. Essa representacao é utilizada em conjunto com uma funcao de
vizinhanca composta de trés operadores de perturbacdo. A funcao de avaliacdo do algo-
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Algoritmo 2: Algoritmo de George e Liu [7] para encontrar vértices pseudo-
periféricos.
Entrada: grafo G = (V, E);
Saida: vértice pseudo-periférico v € V;
1 inicio
2 v <— EscolheVertice(V);
// constréi-se estrutura de nivel enraizada

3 Z(v) + BuscaEmLargura(v);

4 repita

5 u « VerticeComGrauMinino(Lgg(v));
// constréi-se estrutura de nivel enraizada

6 Z(u) < BuscaEmLargura(u);

7 se (4(u) > £(v) ) entao

8 v u; Z(v) + ZL(u);

9 fim-se;

10 até que (u #v) ;

11 retorna v;

12 fim.

ritmo DRSA diferencia solugoes de reducao de largura de banda ao considerar todas as
diferencas absolutas entre rotulos de vértices adjacentes. Calibramos nosso coédigo nas
instancias mostradas na publicagdo do algoritmo DRSA. O algoritmo encontra as largu-
ras de bandas mostradas na publicagdo original da heuristica [20], mas converge muito
lentamente.

3 Resultados e analises

Nesta segao, sao apresentados e analisados resultados de simulagoes com os algoritmos
DRSA, RCM-GL [8], KP-band [15] e RBFS-GL [12] para redugao de largura de banda. Sao
utilizadas instancias pequenas, pela dificuldade de executar o método DRSA em instancias
maiores. Os métodos RCM-GL [8], KP-band [15] ¢ RBFS-GL [12] foram implementados
na linguagem de programagao C++. O método DRSA foi implementado na linguagem de
programacao C, que pode gerar cédigos mais rapidos, em comparacao com a linguagem
de programacao C++. A estrutura de dados utilizada na implementacao dos algoritmos
de reordenacao foi a Compress Row Storage [17].

A estacdo de trabalho utilizada nos experimentos contém processador Intel® CoreT
i7-4770 (CPU 3.40GHz, 8MB de memdria cache, 8GB de meméria principal DDR3
1.333GHz) (Intel; Santa Clara, CA, United States). O sistema operacional instalado
nessa maquina é uma distribuicao Ubuntu 16.04 64 bits, com versao kernel do Linux
4.2.0-36-generic.

Na Tabela 1, sao mostrados resultados de experimentos com cinco matrizes obtidas
da base SuiteSparse [4]. Nessa tabela, sdo mostrados os nomes das matrizes, dimensoes,

M

DOI: 10.5540/03.2018.006.02.0422 010422-4 © 2018 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2018.006.02.0422

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

largura de banda original (), e as larguras de banda e tempos de execugao, em segundos,
resultantes das execucoes dos algoritmos KP-band [15], RCM-GL [8], RBFS-GL [12] e
DRSA [20]. Como os tempos de execugao dos algoritmos KP-band [15], RCM-GL [8] e
RBFS-GL [12] s@o bastante baixos, o tempo de execugao do algoritmo DRSA foi limitado
em 60 segundos, que é 30 mil vezes mais demorado que a execugao mais lenta do método
RBFS-GL [12] nesse conjunto de matrizes. Na Tabela 1 e na Figura 1, mostra-se que as
redugoes de largura de banda do algoritmo DRSA sao bastante inferiores as redugoes de
largura de banda alcangadas pelos algoritmos KP-band [15], RCM-GL [8] e RBFS-GL [12].

Tabela 1: Resultados de larguras de banda e tempos de execugao, em segundos, de quatro
algoritmos para redugao de largura de banda [KP-band (KP) [15], RCM-GL [8], RBFS-GL
(RB) [12], DRSA (SA)] aplicados em cinco matrizes obtidas da base SuiteSparse [4].
Matriz| |[V| | |E] | Bo ||KP(8)KP t(s)|[RCM(B)RCM t(s)[|RB(8)|RB t(s)||SA(5)[SA t(s)
c-28 [4598(30590(4597|| 1850 | 0,004 1852 0,003 1880 | 0,002 || 4099 | 60
c-27 |4563(30927|4525| 2117 | 0,004 || 2081 0,004 || 2150 | 0,001 || 4008 | 60
c-26 |4307(345374204|| 2018 | 0,003 2078 0,006 1984 | 0,001 || 3851 60
t2dal_a[4257|37465| 86 || 86 | 0,004 85 0,068 86 | 0,001 || 3997 | 60
c-29 |5033(43731|5024|| 2451 | 0,003 2463 0,004 2478 | 0,002 || 4643 | 60
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Figura 1: Largura de banda e tempos de execugao resultantes de algoritmos para reducgao
de largura de banda de matrizes esparsas aplicados em cinco matrizes obtidas da base
SuiteSparse [4]. “Original” refere-se a largura de banda original da matriz. Os tempos
de execugao do algoritmo DRSA nao sao mostrados no grafico porque foi estabelecido 60
segundos como o tempo limite de tempo de execucao desse algoritmo.

4 Conclusoes

Neste trabalho, foram comparados resultados dos algoritmos de reordenacao de vértices
RCM-GL [8], KP-band [15], Dual Representation Simulated Annealing [20] e RBFS-GL [12]
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para reducao de largura de banda de matrizes. Baseado nos experimentos, foi mostrado
que o algoritmo DRSA requer muito mais tempo de execugao que os algoritmos RCM-GL
[8], KP-band [15], e RBFS-GL [12]. Ao limitar o tempo de execucao do algoritmo DRSA,
seus resultados sao piores que os resultados em reducao de largura de banda obtidos pelos
outros trés algoritmos. Com isso, consideramos que o algoritmo DRSA pode ser utilizado
em estudos tedricos com instancias bastante pequenas, como no contexto de se encontrar
uma largura de banda proxima ao 6timo local sem considerar um limite de tempo de
execucao. Resultados de algoritmos praticos podem ser comparados com as larguras de
banda retornadas por tal algoritmo meta-heuristico. Entretanto, ha um sério limitador
em sua utilidade prética, por ser extremamente lento. Em particular, no contexto de
resolucao de sistemas de equacoes lineares, é melhor que o algoritmo de reordenacao de
vértices execute muito mais rapidamente que o resolutor, ou seria necessario um nimero
de execugdes do resolutor (acelerado) de forma a amortizar o tempo da heuristica de
reducao de largura de banda utilizada na fase de pré-processamento e, este, nao é o caso
do algoritmo DRSA. Portanto, consideramos que os algoritmos RBFS-GL [12], KP-band
[15] e RCM-GL [8] sao os métodos mais promissores para redugao de largura de banda,
de forma que possam ser utilizados como pré-processamento de matrizes esparsas para
aceleracao de resolutores diretos e iterativos de sistemas de equacgoOes lineares. Como
forma de continuar este estudo, pretendemos utilizar esses trés algoritmos para acelerar
resolutores diretos e iterativos de sistemas de equacoes lineares.
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