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Resumo. Este trabalho tem como enfoque o modelo compartimental SIRC estabelecido
em [6], o qual, estenderemos para o caso em que a dindmica é regida por derivadas de ordem
fracionaria. Com tal abordagem, objetivamos a observagdo dos efeitos da memdria epide-
miolégica no PVI fraciondrio, tendo em vista a nao localidade dos operadores fracionérios.
Focamos aqui na analise dos pontos de equilibrio e de estabilidade para o Modelo Compar-
timental SIRC Fracionério.
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1 Introducao

Segundo a revista do Sistema Unico de Sadde do Brasil, Epidemiologia e Servicos
de Satde, varios panoramas tem se mostrado preocupantes como potenciais epidemias,
o virus Zika, a Dengue e a Febre Amarela sao alguns exemplos. Sazonalmente, diversas
formas de influenzas também tém chamado a atengao das autoridades de saide [3].

Cada vez mais os estudos sobre epidemiologia tem se desprendido da area das ciéncias
da satde e adentrado nas pesquisas baseadas em modelos preditivos envolvendo conheci-
mentos estatisticos, computacionais e matematicos.

Neste trabalho estudamos o modelo compartimental SIRC [6], utilizando ordem fra-
cionaria em suas derivadas, objetivando a observacao dos efeitos da meméria epidemioldgica
no sistema [1]. Tal efeito deve ser interpretado como a capacidade do sistema imune adap-
tativo de propiciar respostas mais eficientes quando ocorre exposicao a antigenos encon-
trados previamente, seja na forma de exposi¢ao natural ou vacinas. Nossa abordagem
se diferencia de outros estudos com esse propésito [2], por utilizar operadores diferenci-
ais fraciondrios para caracterizar os efeitos de memoria. Em particular, neste trabalho
estudaremos a estabilidade do modelo SIRC fracionario.
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2 Conceitos Preliminares

Nesta secao fazemos um pequeno apanhado de resultados importantes para esse estudo,
apresentamos algumas consideragoes sobre a solugdo de problemas de valor inicial (PVI)
fracionarios.

Considere um PVI fracionario n-dimensional,

DP(u(t)) = Au(t), DFu(0)=ul", k=01,..,n—1 (1)

onde DY é o operador de derivada segundo Caputo [5], A é uma matriz n X n constante
arbitraria. Assumindo que A; com (j = 1,2,...,n) sejam os autovalores de A e y Lyl
seus autovetores correspondentes. Entao, a solugao geral do PVI (1) tem a forma

J
= Z cly(l)Eg()\ltg), com FEy(z Z A8 +1)) (2)
=1

com certas constantes ¢; € C. A fungdo Ejy(z) é a chamada funcao de Mittag-Leffler.

Teorema 2.1. [5, Teorema 4.4, p. 71] Seja 0 > 0. Entao, a fungdo de Mittag-Leffler
possui o sequinte comportamento assimtdtico: i)a fungdo Eg(reid’) — 0 para r — o0 se
|p| > On/2; ii)a funcio Eg(re'®) permanece limitada para v — oo se |p| = 0n/2; iii)a
fungdo |Eg(re'®)| — oo para r — oo se |¢| < Om/2.

Teorema 2.2. [5, Teorema 7.20, p. 158] Considere o PVI (1) com u*(0) = 0. Entdo:
i)a solugao u(t) =0 do PVI (1) é assintoticamente estdvel se, e somente se, todos auto-
valores \j com (j = 1,2,...,n) de A satisfaz |arg(\;)| > 07/2; ii)a solu¢io u(t) = 0 do
sistema € estavel se, e somente se, os autovalores satisfizerem |arg(\;)| > 07/2 e todos os
autovalores com |arg(A\j)| = 0m/2 tém uma multiplicidade geométrica que coincide com a
sua multiplicidade algébrica.

3 Modelo Matematico

Neste trabalho estudaremos a generalizacao do modelo SIRC proposto por Casagrandi
[6], em que a dinamica é dada por operadores de ordem fraciondria do tipo Caputo:

DI(S(1)) = w(N—S(t)—BSHI(E)+~C(t)

DI(I(t)) = BSWI()+oBCMI(t) — (u+a)(t) (3)
DI(R(t)) = (1—0)BCWI(t)+al(t) — (u+6)R(t)

D(C(1)) R(t) = pCHI{E) — (n+7)C(1).-

No PVI fracionério (3), o parametro u > 0 é a taxa de mortalidade e natalidade,
a>0,0 >0,y > 0sao o inverso do tempo em que os individuos ficam no compartimentos
I, R e C, respectivamente, o > 0 é a probabilidade média de reinfeccao e 8 > 0 é o contato
entre os compartimentos S e I. Ainda, as quantidades S(0) = Sp, I(0) = Iy, R(0) = Ry e
C(0) = Cy sao as condicoes iniciais para o PVI fraciondrio (3). JAN =S+ 1+ R+ C,
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representando o total da populagao, e 6 €]0, 1] é a ordem da derivada. Resultados de boa
colocagao do PVI fraciondrio (3), com as condicoes iniciais acima podem ser encontrados
em [1].

E importante ressaltar que quando 6; = 1 PVI fracionério (3) é o modelo proposto por
[6], que trouxe uma inovagao para a epidemiologia matematica, agregando aos modelos do
tipo SIR, bem conhecidos na literatura, um novo compartimento C, intitulado imunidade
cruzada, o qual contempla o efeito de imunidade parcial que existe nas doengas que sofrem
mutacoes. Por isso, o modelo SIRC torna-se mais efetivo para descrever doencgas como
a Influenza A e outras, onde os efeitos de imunidade parcial temporaria séo de grande
importancia [4].

Nossa proposta é inovadora no sentido que considera ainda os efeitos de meméria em
cada um dos compartimentos, obtida a partir do uso de derivadas de ordem fracionéria [1].

4 Resultados e Discussoes

Considere o PVI fracionério (3). A matriz jacobiana J(f) (onde f é a funcao vetorial
do lado direito no PVTI fracionério (3)) é dada por:

—p = BI(t) —BS(t) 0 gl

J(f) = BI(t) BS(t)+oBC(t) — (k+a) 0 oBI(t)
0 (1=0)BC({t) + o —(n+0) (1—0)BI(t)

0 —BC(1) 6 —pI{t) = (n+7)

Abaixo apresentaremos resultados de estabilidade do PVI fraciondrio (3) linearizado [1].
Portanto, trabalharemos sempre com relagao a linearizacao do PVI fracionario (3) usando
J(f) calculada acima.

Primeiramente, vamos verificar que o PVI fracionario (3) se encaixa nas hipdteses
dos resultados de estabilidade apresentados nos Teoremas 2.1 e 2.2. Para tanto, considere
f(t,u(t)) afungao vetorial lado direito do PVT fracionério (3), para u(t); (S(t), I(t), R(t), C(t)).
O primeiro passo é mostrar o seguinte Lema.

Lema 4.1. Considere o PVI fraciondrio (3), e f(t,u(t)) como acima. Entdo temos que
f(t,0)=0.

Demonstragao. De fato, como S(0) = Sy, I(0) = Iy, R(0) = Ry e C(0) = Cp, temos que
N(0) = Sy + Inp+ Ro + Cp. Assim, se [S(0),1(0), R(0),C(0)]" = 0 segue da definigao de f
que f(t,0) = [0,0,0,0]". O

O segundo passo é encontramos os pontos de equilibrio do PVI fracionério (3). Para
tal, basta fazermos (veja [5]) DY(S(t)) = D¢(I(t)) = DY(R(t)) = DY(C(t)) = 0. Assim,
temos que:

N

~— — ~— ~—

= J(N = S(8) = BSW)I(t) +C (1)
— BS(OI(t) + oBCWI(E) — (1+ a)I(t)
— (1—)BCWI(E) + al(t) — (u+ )R(?)
— GR(t) - BOWI(Y) - (1 +7)C(0).

Ut

o o O O
—~~ T~/
D

-3
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De (5):
BSOI(t) +ofCHI(t) = (n+a)I(t) =0 (8)

=0 ou I(t) # 0. Primeiro encon-

Temos duas possibilidades para (8), sendo elas, I(t)
= 0. Neste caso,

traremos o ponto de equilibrio livre de doenga, I(t)

uN — pS(t) +7C(t) = 0, (9)
—(u+0)R(t) = 0, (10)
OR(t) = (n+7)C{) = 0. (11)
De (10), temos que:
—(n+90)R(t) =0= R(t) =0. (12)
Substituindo (12) em (11), obtemos:
SR(t) — (u++)C(t) =0 = C(t) = 0. (13)
Da substituicao de (13) em (9), resulta que:
uN — puS(t) +7C(t) = 0 = pS(t) = uN = S(t) = N. (14)

Portanto, o ponto de equilibrio livre da doenca é P, = [N,0,0,0]. Aplicando P; na
jacobiana do PVI fracionério (3) e fazendo o estudo dos autovalores do sistema reduzido,

temos:
—p —BN 0 Y
_ 0 BN —(u+«) 0 0
TP =1 a —(u+0) 0|’
0 0 =0 —(n+7)
cujos autovalores sao, respectivamente,
AM=—p, X=—a+N—pu I=—-v—pers=—-06—pu. (15)

Agora encontraremos o ponto de equilibrio com doenca, I(t) # 0, P, = [S*, I*, R*, C*].
Como I(t) # 0 de (5) temos:

S* = (u+a)ft —oC. (16)
De (6):
R* = ((1—0)BC* T+ al*)(u+06)"". (17)
Substituindo (17) em (7):
C* = 6al*(BI* (1 + 06) + (1 + ) (1 + )~ (18)
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Substituindo (18) em (17):
R = (al*(BI* + p+ 7)) (4 + 08)BI* + (+7) (1 +8)) . (19)
De (18) em (16):
"= (u+ )8 — o (daI*(BI (1 + 06) + (u+ ) +6) ). (20)

Para encontrar uma expressao para I*, substituiremos (20) e (18) em (4), arrumando
os termos da equacao ficamos com:

B+ 06+ a) I'? + Bu[—BuN + vl + 6 + ] + 60(=BN + p) + (21 + 6) (1 + )] I* (21)
Fu(p+ )+ 0)(u+a) [L = NB(u+a)~'] = 0.

Assim, I*, é a raiz positiva do polinémio (21).
Aplicando P, na jacobiana do PVI fracionério (3):

—p— BI* —pS* 0 gl

J(Py) = BI* BS*+oBC* — (u+ «) 0 oBI*
2= 0 (1-0)BC* +a —(u+9) (1—0)BI*

0 —pCr 6 —BI" = (n+7)

E fazendo o estudo dos autovalores do sistema reduzido aplicado no ponto P» encontramos
as seguintes raizes:

M=0, M=(A-VB)/2, X=(A+VB)/2e\=—8I"—p. (22)

Onde, em (22) A= —6—~—BI* —2ue B = (§ —4)* + (BI* — 30)* +28I*(y + 200) — 952.
Podemos entao concluir que:

Teorema 4.1. Considere as escolhas dos parametros deste trabalho, tais que, B € R4
e VB < —A, ou B € R_. Em ambos os casos tanto o ponto P, quanto o ponto Py sdo
assintoticamente estdveis.

Demonstracao. Como todos os parametros sao positivos, segue que o unico valor dado por
(22) que pode apresentar problema é A3. No entanto, pelas hipdteses em A e B, temos
que A3 também satisfaz as hipéteses do Teorema (2.2). O

Por fim, encontraremos a taxa de reprodutividade basal, que denotaremos por Ry.
Essa taxa é definida como o nimero médio de infec¢oes secundarias produzidas quando
um individuo infectado é introduzido em uma populagao inteiramente suscetivel. Prova-se
que, caso Ry < 1 a epidemia entrard em extingdo, enquanto, para Ry > 1 é esperado que a
doenga nuca desapareca [4]. Por simplicidade faremos N = 1, haja visto que por hipétese
a populacao é constante. Disto temos que Ry é dado por:

—a+fB—-p<0=Bu+a)t<1=Ry=8pu+a) " (23)
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Agora apresentaremos alguns testes numeéricos a respeito dos pontos de estabilidade
do PVI fraciondrio (3) e também com relagao a variagoes de Ry com relacao as variagoes
do parametro o no PVI fracionério (3). Em todos os testes numéricos utilizaremos os
pardmetros do modelo SIRC utilizados em [6], os quais foram obtidos a partir de dados
de Influenza.

Exemplo 1: para a primeira simulagao usamos os seguintes parametros: pu = 0,02,
a=52,14, 6 = 0,75, v = 0,35, 0 = 0,12, B = 1,355 e uma populacao de N = 100.
Ainda, usaremos o valor da derivada de ordem fracionaria 8§ = 0,8 e condigOes iniciais
dadas por S(0) = 80, I(0) = 20, R(0) = 0 e C(0) = 0. Substituindo estes valores
na equagao (22), temos que os valores dos autovalores sdo, respectivamente, A\; = 0,
A2 = —0,755039—-0,493992¢, A3 = —0,7550394-0,4939927 e Ay = —0,390078. Percebemos
que todos os autovalores satisfazem |arg()\;)| > 6n/2 para (j = 1,...,4). Logo, pelo
Teorema 2.2, a solugdo do PVI fraciondrio (3) é assintoticamente estavel. Calculando Ry
como em (23), obtemos Ry = 0,02. Portanto é esperado que a doencga tenda a extincao.

A Figura 1(a) representa a situacdo modelada para o Exemplo 1. E possivel notar
que a populagao de infectados comeca a diminuir logo apds o inicio da simulagao e tende
para zero com o passar do tempo, conforme o esperado, haja visto que Ry = 0,02 neste
exemplo.

Exemplo 2: agora usaremos todos os parametros e condigoes inicias como no Exem-
plo 1 e, somente mudaremos o valor de o para @ = 0,0341. Novamente, substituindo
esses valores na equagao (22), temos que os valores dos autovalores sao, respectivamente,
A =0, A = —103,457, A3 = —1,4368\y = —103,774. Desta forma, todos os au-
tovalores satisfazem |arg(\;)| > 6n/2 para (j = 1,...,4). Logo, pelo Teorema 2.2, a
solucao do PVI fraciondrio (3) é assintoticamente estavel. Para tal valor de a, obtemos
que Rp = 25,09 > 1.

A Figura 1(b) representa a situagdo modelada para o Exemplo 2. Note que, neste caso,
embora tenhamos estabilidade assintética (lembre que mudando « o ponto de estabilidade
também muda), a populagao de infectados cresce, ou seja, a doenca nao cai para extingao,
conforme previsto, dado o valor de Ry = 25,09 > 1.
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Figura 1: Simulagoes para 8 = 0, 8.
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5 Conclusoes

Neste trabalho analisamos a estabilidade do do PVI fraciondrio (3), usando deriva-
das de ordem fraciondria segundo Caputo. Apresentamos explicitamente os autovalores
associados com o problema linearizado associado aos pontos de estabilidade do PVI fra-
cionério (3), mostrando que é assintoticamente estdvel nas hipdteses deste trabalho. Ainda
calculamos de forma explicita a taxa de reprodutividade basal Ry.

Finalmente, analisamos o comportamento numérico do PVI fraciondrio (3) para o caso
da ordem da derivada fracionaria ser # = 0,8, a partir de parametros conhecidos na
literatura [6], permitindo variar somente . O objetivo neste caso é de observar o que
acontece quando Ry oscila, mostrando como funciona a dinamica do sistema quando a
doenga persiste Ry > 1 e quando ela sera extinta Ry < 1.

A escolha de estudar o PVI fracionario (3) com 6; iguais, implica na hipdtese de que
a memoria epidemiolégica estd sendo considerada a mesma em todas linhas do sistema.
Essa hipdtese pode nao ser a mais realista e por isso pretendemos futuramente estudar (3)
usando ordens de derivada diferentes para cada linha do sistema.
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