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Resumo: Solucgdes envoltorias no caso das EDPs, hipersuperficies que en-
volvem uma das familias de hipersuperficies dadas pelas solucdes completas,
tem inumeras aplicacdes. O intuito deste artigo € desenvolver e discutir
a existéncia de solucdes envoltorias de EDPs que envolvem dois conjuntos
disjuntos de varidveis, como € o caso das varidveis canonicas do espago de
fase na Mecanica Analitica Hamiltoniana.
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1 Introducao

O papel desempenhado pelas solugoes envoltérias em EDOs e EDPs é
muito importante, principalmente em matemaética aplicada. No caso das
EDPs as solucoes envoltérias sao as hipersuperficies que envolvem uma das
familias de hipersuperficies dadas pelas solugbes completas. O intuito desse
artigo é desenvolver e discutir as solugoes envoltorias de EDPs que envol-
vem dois conjuntos disjuntos de varidveis. Esse tipo de EDPs aparecem na
Mecéanica Hamiltoniana, desde que o espaco de fase é composto por dois
conjuntos disjuntos de varidveis canonicas: as coordenadas e os momenta
generalizados, veja, por exemplo, Leech ou Goldstein [4]. No procedimento
de Hamiltonizacao alternativa mostramos que o Hamiltoniano é definido por
uma EDP e que a funcao Hamiltoniana classica é a solugao envoltéria da
solugao linear nos momenta [2]. Como a técnica de determinagao das en-
voltérias foi utilizada sem demonstracao no procedimento de Hamiltonizagao
a intencao desse artigo é fundamentar o que foi utilizado estendendo o pro-
cedimento de determinacao das solugoes envoltérias para o caso do espago
de fase e demonstrando que em determinados casos essa solucao nao existe.

2 Solucgoes Envoltorias para Fungoes que Depen-
dem de Dois Conjuntos Disjuntos de Variaveis

Como temos interesse na aplicacao de solucoes envoltérias na Mecanica
Hamiltoniana e o espaco de fase é composto por dois conjuntos de varidveis,
vamos considerar esses conjuntos de varidveis como = x1,...,T, € Y =
Y1,y Yn € & funcdo u = u(x,y). A EDP fica dada por

u(z,y) = f(p. ¢, 2,y), (1)

onde p=pi,...,pn, p=0u/dr e ¢=q1,....,qn, ¢q = Ou/dy. Escrevendo
as solugoes gerais como

o(u,z,y) =0, (2)
obtemos uma familia de solugbes completas como
(p(u7 x? y’ a? b) = 07 (3)

onde a =ai,...,a, € b=0b1,...,b, sao constantes. Impondo as condigoes
de envoltdria [5], obtemos

dp 0 dy
8ai o 852

=0, (4)
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Entao a soluc¢ao do sistema de equagoes (3) e (4) determina a solugao en-
voltoria.
Vamos supor que podemos explicitar a solucao geral

u(z,y) = ¢(z,y), (5)
logo desta temos a solucao completa
u(z,y) = é(z,y,a,b). (6)
As condigdes de envoltéria equagoes (4) sao
09 o9
90, 0, 9, 0. (7)

Sendo que este sistema de 2n equagoes determina a e b e portanto a
solugao envoltéria de (6).

Se, por outro lado, a equagao (1) for linear em p (ou ¢) e ndo depender
g (oude p) entdo esta equagao nao possui solugao envoltéria. Por exemplo,
considere a EDP

u(z,y) = (yi —ri(2)) ¢i + s(z), (8)
lcuja solucdo geral, se y; # r,, serd
u=s+vY;(yi—1i), 9)

onde ©¥; =1v,(c)e c=cy,..., Cp.
Considerando agora a solugao completa equivalente a (3)
p=s+ai(y;—7r;)—u=0, (10)

onde a; sao constantes arbitrarias, a imposi¢ao da condigoes de envoltéria
- equagao (7), resulta em y; —r; = 0, contrariando a hipdtese anterior.
Portanto no caso especificado a equacao diferencial parcial nao possui en-
voltoria.

3 Solucgoes envoltérias no procedimento de Hamil-
tonizacao alternativa

3.1 Hamiltonizacgao

Definimos Hamiltonizacdo, para sistemas mecanicos com N graus de
liberdade descritos por uma funcéo Lagrangiana, como o procedimento dado
pelos seguintes passos:

'Indices repetidos implicam em soma.
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i. Existe uma funcado chamada de Lagrangiano do sistema L(q,q,t)
que descreve este através das equagoes de Euler-Lagrange, i.e.,

d oL oL
- _ — 11
dt <3Qi) 0q; 0 (11)

i. E possivel definir um novo conjunto de varidveis independentes p;
(denominadas de momenta do sistema) e uma variavel dependente H (p,q,t)
chamada de Hamiltoniano do sistema, tal que exista a seguinte relacao entre
as novas variaveis e as anteriores

iii. O movimento do sistema mecanico pode ser descrito pelas equagoes
(11), ou de forma alternativa, pelo conjunto de equagoes canonicas de mo-
vimento, conhecidas como equacoes de Hamilton:

OH

ji = ; 1

q 9, (13)
oH

.= . 14

P 94, (14)

A equivaléncia entre as descri¢oes Lagrangiana (i) e Hamiltoniana, definida
pelos passos (ii) e (iii), é obtida sempre que:

d oL ] oL _0, (15)

dt [3(3H/3pi) dqi

onde o Lagrangiano é considerado como fungao de qp, O0H/Opr e t. [4]

3.2 Procedimento De Hamiltonizagao Alternativa

O procedimento de Hamiltonizacao consiste na substituicao do primeiro
conjunto de equagdes de Hamilton - (13), na defini¢do da fungdo Hamiltoni-
ana - (12) resultando em

OH ( OH )
H=p; — —L(q — ,t), 16
Pig, S (16)

que passa a ser a equagao diferencial parcial que define a funcao Hamiltoni-
ana. Portanto, qualquer solucao desta equacao serd uma descri¢ao canodnica
do sistema mecanico.
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Esta equacao diferencial parcial possui uma solucao generalizada linear
nos momenta dada por

onde os A;’s sao funcoes arbitrdrias de g, e t, que serao determinadas
a partir do primeiro conjunto de equagoes de Hamilton (13) e pelas relagoes
de equivaléncia entre as descrigdes Hamiltoniana e Lagrangiana (15)..

Por outro lado, se o Lagrangiano nao é singular, entao a equagao (16)
possui também uma solugao envoltéria (singular), que é obtida através das
seguintes condicoes:

OH
0A;
Estas condicbes de envoltéria determinam as funcoes arbitrarias A ;.

Portanto, podemos concluir que se L ¢ uma funcdo Lagrangiana nao
singular (regular) teremos duas maneiras alternativas de Hamiltonizar o
sistema mecanico: (a) o Hamiltoniano é uma solucao particular obtida de
(17); (b) o Hamiltoniano é a solucao envoltéria de (16).

E importante ressaltar que, em todo o procedimento desenvolvido, nao
foi utilizada a definigdo usual dos momenta (p = 9L/0q¢). Efetivamente
os momenta passam a ser definidos pelo segundo conjunto de equagoes de
movimento de Hamilton - (14).

Se escolhemos a alternativa (a) para Hamiltonizar o sistema os momenta
obtidos a partir das equagoes (14) diferem daqueles obtidos a partir da
definicdo usual. Enquanto que, se a escolha for a alternativa (b) para a
Hamiltonizagao do sistema, entao podemos demonstrar que as equagoes (14)
conduzem as definicoes usuais dos momenta e portanto a hamiltonizacao
usual.

A partir de (18) e (17) temos

oH 0L _
04, PiT oA,

0. (18)

0. (19)

Substituindo (20) em (19) e utilizando as equagoes de Euler-Lagrange - (11),

obtemos oL 4 /oL
7= 5= i ai.) 20

as quais reproduzem as defini¢cbes usuais dos momenta.

A conclusdo é que este procedimento de Hamiltonizagao contém o usual
sempre que este existe e define uma nova Hamiltonizacao em qualquer caso,
inclusive naqueles em que o procedimento usual nao nos fornece quaisquer
resultados. [2]
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4 Conclusao Final

A demonstracdo da inexisténcia em determinados casos da solucdo en-
voltéria é o que fundamenta a necessidade de uma abordagem que difere da
de Hamilton para os sistemas singulares como, por exemplo, a desenvolvida
por Dirac [1] e por Espindola [2]. Este artigo poderia ser generalizado es-
tendendo a um ndmero n de conjuntos disjuntos de varidveis. Assim como
para o caso continuo envolvendo portanto EDPs variacionais. No proce-
dimento de Hamiltonizacao alternativa que desenvolvemos para teorias de
campo utilizamos esses conceitos [3].
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