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Resumo: Investigaremos questoes relacionadas a existéncia e unicidade de solu¢do para um
sistema de equacoes de Mazwell num meio condutor perfeito. FEsse estudo serd baseado na
caracterizacao dos espagos funcionais de origem eletromagnética e na aplicacdo da teoria de
semigrupos de operadores lineares.

Palavras-chave: FEspacos Funcionais em Eletromagnetismo. Operador de Mazwell. Equagoes
de Mazwell. Semigrupos de operadores lineares.

Em 1873, James Clerk Maxwell (fisico e matematico britanico) fundou a teoria moderna do
eletromagnetismo com a publicacao de sua obra Treatise on Eletricity and Magnetism, reunindo
um conjunto de equacoes que atualmente levam seu nome.

Estas equagdes sao o suporte matematico para os fenémenos eletromagnéticos, estabelecendo
equacoes diferenciais que relacionam os campos elétrico e magnético e suas respectivas indugoes.
Representaremos por £, H, D e B, os campos elétrico, magnético e as inducoes elétrica e
magnética, respectivamente. Nas aplicagoes tratadas neste trabalho, consideramos os campos
que variam no tempo. Desse modo,

E = E(x,t), H= H(x,t), D= D(xz,t) e B= B(z,t)

sdo funcgoes vetoriais que dependem da posicao espacial = = (1, 22, 73) € R e do tempo t € R,
t>0.

Os campos apresentados anteriormente sao gerados por dois tipos de fontes: cargas elétricas
estaticas e fluxos de cargas elétricas varidaveis chamadas correntes. A distribuicao de cargas é
dada por uma fungao escalar p que representa a densidade de carga elétrica, enquanto que as
correntes sao descritas por uma funcao vetorial de densidade de corrente J.

A relacao existente entre os campos E, H, D e B e as fontes p e J é sintetizada por um
conjunto de equacdes que, em geral, sdo aplicadas a uma regido do espaco R3 ocupada por
um campo eletromagnético. Estas equagoes, denominadas equac¢des de Maxwell, em sua forma
diferencial sao as seguintes:

oD
g—VXH——J, (1)
0B
E‘FVXE— s (2)
V.B= (4
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Descrevemos agora cada uma das equagoes listadas acima.
A equagao (1) é conhecida como Lei de Ampére-Mazwell. Esta lei coincide com a Lei de

oD
Ampere salvo pela adicao do termo e introduzido por Maxwell.

A equacao (2) é chamada Lei de Faraday. Ela fornece o efeito da variacdo da inducao
magnética no campo elétrico.

A equagao (3), conhecida como Lei de Gauss, estabelece que o fluxo de indugao elétrica
através de uma superficie fechada é dado pela carga liquida dentro da superficie, o que significa
que as linhas de cargas elétricas comecam e terminam com cargas elétricas.

A Lei de Gauss para o magnetismo aparece na equagao (4) e afirma que o fluxo da indugao
magnética ao longo de qualquer superficie fechada é nulo.

A partir das equacoes (1) e (3), relacionamos as densidades p e J através da equacao

dp

S TV =0

conhecida como equacdo da conservacao da eletricidade.

Dada a complexidade do sistema (1)-(4), juntaremos a estas leis universais certas leis consti-
tutivas que incorporam, de forma suficientemente simples, interacoes eventualmente complexas
e que traduzam caracteristicas particulares dos materiais sem comprometer, dentro de determi-
nados limites, a adequagao entre o modelo e a realidade fisica.

Uma das leis constitutivas aqui consideradas é a Lei de Ohm, que destaca uma relagao de
proporcionalidade entre o campo elétrico E e a densidade de corrente J, ou seja,

J =oE, (5)

onde o representa a condutividade do material. Além dessa, dado nosso interesse por modelos
de Maxwell aplicados em condutores perfeitos !, tomamos as leis de magnetizacdo e polarizacio

do meio da forma
D=c¢FeB=uH, (6)

em que ¢ representa a capacidade indutiva e p representa a permeabilidade magnética do meio.
De posse das equagoes (5) e (6) e considerando J = 0, p = 0 (campo eletromagnético no
vacuo com auséncia de cargas), reescrevemos o sistema (1)-(4) como segue

OE) gupm—o
ot
O(uH) _
5 +VxE=0,
V. (eE) =0,
V.- (uH)=0.

Neste trabalho, adotaremos € = = 1. Desse modo, abordaremos o seguinte sistema de equagoes
de Mazwell

oE

E—VXH—O, (7)

OH

E‘FVXE—O, (8)
V-E=0, (9)
V-H=0. (10)

No instante ¢t = 0, iremos supor que o campo elétrico F(z,0) = Ey(x) e o campo magnético
H(x,0) = Ho(z) sejam conhecidos e satisfagam as relagoes:

V-Ey=0eV-Hy=0. (11)

1Um condutor perfeito é um meio ficticio tal que ¢ — +o00. No interior de um condutor perfeito, o campo é
nulo. Metais sao materiais que aproximam-se deste conceito.
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Acrescentamos as condicOes iniciais, as condicoes de fronteira do meio em estudo. Para
esse propésito, seja © uma regido do espaco R3 representando um condutor perfeito e I' sua
fronteira. Fisicamente, diante dessas condigoes, faz sentido considerarmos as seguintes condigoes
de fronteira

Exnlr=0eH-nlr =0, (12)

em que n(z) = (n(x),n2(x),n3(x)) denota o vetor normal unitério a = € T" exterior a 2.

Sob essas hipdteses, um de nossos objetivos nessa apresentacao serd discutir questoes rela-
cionadas a existéncia e unicidade de solugdo para o sistema de equagoes de Maxwell (7)-(10)
sujeito as condigdes iniciais em (11) e as condigoes de fronteira em (12).

Os trabalhos assentes neste modelo linear usam um conjunto de técnicas que passam pela
formulacao fraca das equagoes a resolver, permitindo encontrar solugoes com menor regulari-
dade do que aquela que é exigivel a solugbes das equacoes dos modelos encontrados, referido
vulgarmente por formulacao forte do problema.

Observamos que nos problemas de eletromagnetismo intervém essencialmente os operadores
diferenciais vetoriais de primeira ordem: divergente e rotacional. Assim, torna-se natural ado-
tarmos os espacos das funcoes de [L?(Q)]? cujo divergente ou rotacional sio funcoes de L2(Q) e
[L2(2)]3, respectivamente, como quadro funcional para o estudo desses fendomenos. Estes espacos
sao designados por H(div,Q) e H(rot,{).

Com este espirito, o foco deste trabalho consiste na caracterizacao destes espacos e em suas
aplicagoes em modelos eletromagnéticos especificos. Dessa forma, elaboramos o roteiro que
passamos a descrever.

Inicialmente, visando um tratamento matematico para os problemas de origem eletromagnética
considerados, trataremos dos espagos H (div, ) e H(rot,€2) do ponto de vista de suas propri-
edades topoldgicas. Enaltecemos neste momento a caracterizacao dos tracos das funcoes de
H(div,Q) e H(rot,Q); passo fundamental para dispormos de uma férmula de integracao por
partes. Em seguida, definiremos os subespacos H(div 0,Q) e Hy(div 0,Q) de [L*(Q)]?. Estu-
daremos propriedades de densidade nestes espacgos essenciais para as aplicagoes. Os principais
resultados referentes ao estudo desses espagos funcionais sao descritos abaixo:

Teorema 1 (do Traco para H(div,Q)) Seja Q um conjunto aberto do R® com fronteira T' limi-
tada e Lipschitz. Entdo

(i) [D(Q)]? ¢ denso em H(div,Q);

(i) A aplicagio traco, v, : v — v - n|p definida em [D(Q)]?, estende-se por continuidade a
uma aplicagdo linear, continua e sobrejetiva, ainda denotada por v,, de H(div,)) sobre
H=Y2(D') (aqui n(x) denota a normal exterior unitdria em x € T');

(iii) E vdlida a sequinte iqualdade:

/(V-v)cp da:+/ v (Vo) dz =< ,(v), ¢ >p-1/20) g1/2y, Vv € H(div,(2), ¢ € HY(Q),
Q Q

conhecida como “férmula generalizada de Green” para o espago H(div,);
(iv) O mniicleo ker(vyy) da aplicacio 7y, € o espago Hy(div, ).

O préximo fato ilustra uma condigao suficiente para que funcoes de H(rot, 2) pertencam ao
espaco Hy(rot, Q).

Teorema 2 Seja ) um conjunto aberto do R® com fronteira T’ limitada e Lipschitz. Se tivermos
u € H(rot,Q) tal que

(u, V x @) — (V xu,0) =0, ¥ ¢ € [DQ)], (13)

entio u € Hy(rot, ).
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Com auxilio do teorema anterior, caracterizamos o traco de fungoes de H (rot, Q).

Teorema 3 (do Traco para H(rot,Q)) Seja Q um conjunto aberto do R3 com fronteira T' limi-
tada e Lipschitz. Entao

(i) [D(Q)]? ¢ denso em H(rot,);

(ii) A aplicacdo traco, V. : v +— v X n|r definida em [D(Q)]?, estende-se por continuidade
a uma aplicagio linear e continua, ainda denotada por v, de H(rot,Q) em [H~1/?(I)]?
(aqui n(x) denota a normal exterior unitiria em x € I");

(ii3) Para todo v € H(rot,Q) e para todo p € [HY(Q)]3, vale a seguinte igualdade:

/QU (V x ) dz — /Q(V X V) dr =< (), @ >[g-1/2(1)3,[HL/2(0)3 5

conhecida como “férmula generalizada de Green” para o espago H(rot,Q);
(iv) O nicleo ker(v;) da aplicagdo v, € o espago Hoy(rot, ).

Via teorema de trago em H (rot,(2), obtemos a seguinte “férmula de integragao”:

/ w- (V xw)de = /(V X w) - v dz, para todos w € Hy(rot,) e v € H(rot,). (14)
Q Q

O desfecho deste tratamento matematico para a teoria do Eletromagnetismo ocorre com
algumas aplicagoes dos espagos funcionais abordados anteriormente. Como primeira aplicacao,
estudamos o sistema de equagoes de Maxwell com uma condigao de fronteira dada por nx £ = 0.
Para este fim, definiremos o operador de Maxwell A e caracterizaremos o operador A* (adjunto
de A). Em nossa ultima aplicacdo, restringiremos este operador ao subespago

H = {(E,H)eX;V-E=0,V-H=0, - Hp =0}
= H(div 0,9Q) x Hy(div 0,9),

obtendo assim o operador Ay. Com auxilio da teoria de semigrupo de operadores lineares,
encerraremos a apresentacao provando o seguinte teorema de existéncia e unicidade de solugao
para um sistema de equagoes de Maxwell num meio condutor perfeito:

Teorema 4 Dado (Ey, Hy) € D(Ay), existe uma tnica solugdo
E, H € C([0,+00), D(Ax)) N C' ([0, +00), H)

do problema (7) — (12).
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