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Neste trabalho apresentaremos as principais caracteristicas das oscilacoes de relaxacao
e uma aplicacao de tais oscilagoes em um circuito elétrico nao-linear, modelado pela
equacao de van der Pol.

Nao ha uma dnica escala de tempo nesse tipo de oscilagao, e sim duas, sendo uma lenta
e outra rapida, mantida sempre por uma fonte externa de energia. Outra caracteristica
importante é que, ao contrario das oscilacbes pendulares, a amplitude é dificilmente al-
terada (pois depende das caracteristicas do material utilizado), mas o periodo pode ser
facilmente alterado (ver [2] e [3]).

Variando um parametro nao-linear podemos obter oscilagoes de relaxacao, que é um
caso limite de oscilagoes auto-sustentadas. Isso pode ser feito a partir da equacao de van
der Pol, descoberta por Balthazar van der Pol (1889-1959) e dada por

" —p(l— 2?2’ +x =0, (1)

onde p > 0 é o parametro a ser variado e x depende do tempo ¢ (ver [1]). A equagao (1)
modela o circuito elétrico apresentado na Figura 1, onde as flechas determinam o sentido
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Figura 1: Circuito RLC

da corrente elétrica i, R é o resistor ndo-linear, C o capacitor e L o indutor. As correntes
no resistor, capacitor e indutor sao ig, ic € i, respectivamente, e as voltagens no resistor,
capacitor e indutor sdo vg, vc e vy, respectivamente. A voltagem no resistor e a corrente
elétrica estao relacionados por

vr = f(i) = —oi + Bi°, (2)
com a, 8 > 0, que definem como o resistor se comporta. A forca elemotriz é:

€ =vg +vr, + VR. (3)
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Utilizando as Leis de Corrente e de Voltagem de Kirchhoff, a Lei de Faraday para
indutancia e capacitancia e substituindo esses resultados em (3), obtemos:

L(d%i/dt*) + (3B8i* — ) (di/dt) + (1/C)i = 0. (4)

Assim, a partir da frequéncia w = (1/v/LC), chegamos ao modelo do circuito dado pela
Equacao de van der Pol. Fazendo dz/dt = y transformamos a equagao (1) em um sistema
de duas equagoes de primeira ordem. As solugoes do sistema resultante, no plano de fase,
sao mostradas na Figura 2, para y =0.5e p = 1.5:

Figura 2: Trajetorias para = 0.5 e u = 1.5, respectivamente

O tnico ponto critico da equagao (1) é a origem, que é sempre instéavel, mas podemos
observar que hé um ciclo limite envolvendo a origem que atrai as trajetérias que comegam
dentro e fora do ciclo. As oscilagoes de relaxacao nessas solugoes podem ser observadas
na Figura 3, onde fizemos os graficos das coordenadas = e y em fungao de ¢:

Figura 3: Gréficos de = e y em funcao de t para p = 0.5 e p = 1.5, respectivamente

Podemos observar a presenca mais clara de oscilacoes de relaxacao conforme se au-
menta o valor de p. Para valores pequenos, as curvas sao quase senoidais (parecidas com
oscilagoes pendulares) e para valores maiores notamos uma subida relativamente lenta e
uma queda abrupta, que sao as escalas de tempo tipicas das oscilagoes de relaxagao ( [2]
e [3]). Além disso, conforme p aumenta, o periodo aumenta, enquanto a amplitude se
mantém praticamente a mesma.
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