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A teoria de conjuntos fuzzy foi proposta por Zadeh em [9]. Conforme a relevância
deste tema foi sendo reconhecida e suas ideias divulgadas, surgiram diversas linhas de
pesquisa relativas ao assunto, uma delas se refere ao estudo da estrutura topológica do
espaço dos números fuzzy [3,4,7]. Em [5], o autor introduz o conceito de espaços métricos
fuzzy (F(R),d∞). Uma propriedade importante desse espaço é a sua completude [1, 8],
já que isso garante que toda sequência de Cauchy em F(R) é convergente. Ainda em [1]
o autor apresenta métricas para as quais o conjunto F(R) não forma um espaço métrico
completo. Na teoria clássica de espaços métricos a completude exerce papel fundamental
no estudo de convergência de sequências [6]. Uma aplicação importante desta propriedade
está no teorema do ponto fixo, que por sua vez é fundamental para demonstração de
diversos resultados, como por exemplo, a análise de estabilidade de equações de diferenças.
Fazendo uso da completude de (F(R),d∞), em [2], os autores apresentam o Teorema 0.1
e o Teorema 0.2.

Teorema 0.1. Seja f : Rn → Rn uma função e f̂ : F(Rn) → F(Rn) sua extensão de
Zadeh, então f é Lipschitz com constante K se, e somente se, f̂ é Lipschtz com a métrica
d∞ com a mesma constante K.

Teorema 0.2. Se f : Rn → Rn é uma contração então f̂ : F(Rn) → F(Rn) tem apenas
um ponto fixo em F(Rn).

O objetivo deste trabalho é apresentar exemplos e contra-exemplos que ilustrem a
completude do espaço (F(R),d∞) e os Teoremas 0.1 e 0.2.

Por exemplo, considerando a função f(x) = x2, sabemos que para x ∈ [0, 1], f é uma
contração. Sabe-se também que x = 0 e x = 1, são os dois pontos fixos da função, sendo
x = 0 assintoticamente estável em [0, 1] e x = 1 instável.

Seja x̂0 ∈ F(R), e a sequência (x̂n) dada por x̂n+1 = f̂(x̂n), onde f̂ é a extensão
de Zadeh de f . As Figuras 1 e 2 ilustram o comportamento da sequência quando x̂0 =
(−0.5, 0, 0.5) e x̂0 = (0.5, 0.8, 1.1) respectivamente.
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Figura 1: Funções de pertinência de x̂n para
x̂0 = (−0.5, 0, 0.5).

Figura 2: Funções de pertinência de x̂n para
x̂0 = (0.5, 0.8, 1.1).

Nota-se na Figura 1 que para n > 4, x̂n se aproxima do número crisp 0, isso ocorre
pois o suporte de x̂0 está contido em (0, 1). Já na Figura 2 o suporte de x̂n torna-se cada
vez maior a medida que n aumenta, neste caso, mesmo com x = 1 pertencente ao suporte
de x̂n, a sequência diverge.

A partir das simulações elaboradas foi posśıvel perceber que, se a constante de Lipschitz
K ∈ [0, 1), então a sequência gerada pela recorrência x̂n+1 = f̂(x̂n) sempre irá convergir
para um número crisp, e esse número é ponto fixo de f . A sequência só converge para um
número fuzzy não crisp se K = 1, o que ocorre por exemplo com f(x) = x.
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