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Resumo. Este artigo propõe uma extensão do prinćıpio de invariância de LaSalle para siste-
mas chaveados afins sob chaveamento dwell-time arbitrários via múltiplas funções escalares.
Os resultados são dados em termos de desigualdades matriciais e são capazes de fornecer
estimativas uniformes do conjunto atrator desta classe de sistemas dinâmicos. Exemplos
numéricos são apresentados para ilustrar a efetividade da abordagem proposta.
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1 Introdução

De modo geral, sistemas chaveados são compostos por uma famı́lia de subsistemas e
uma lei de chaveamento adequada que escolhe, a cada instante de tempo, o subsistema
dinâmico que será ativado [2]. Recentemente, temos observado um crescente interesse da
comunidade cient́ıfica no estudo do problema de estabilidade e estabilização de sistemas
chaveados, devido a sua capacidade de caracterizar mais adequadamente as variações es-
truturais de muitos sistemas práticos, como por exemplo sistemas elétricos de potência,
controle de sistemas mecânicos, controle de processos, controle de aeronaves, indústria au-
tomotiva, eletrônica de potência e muitos outros campos, no seu processo operacional [3].

Muitos avanços na teoria de estabilidade de sistemas chaveados foram obtidos, veja [2],
[4] e as referências neles contidas. Dentro do escopo desta teoria, o prinćıpio de invariância
tem destaque, possibilitando a análise do comportamento assintótico das soluções destes
sistemas. Em [5], foi apresentada uma extensão do prinćıpio de invariância para sistemas
chaveados cont́ınuos, a qual forneceu estimativas de conjuntos atratores para a classe de
sistemas considerada. As principais contribuições daquele trabalho foram que as deriva-
das das funções auxiliares, as quais desempenham papel similar às funções de Lyapunov,
puderam assumir valores positivos em alguns conjuntos e não foi exigido que todos os sub-
sistemas tivessem o mesmo ponto de equiĺıbrio, suposição esta muito comum nos resultados
de estabilidade existentes na literatura. Neste trabalho, consideramos uma subclasse dos
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sistemas estudados em [5], os sistemas chaveados afins, e então apresentamos resultados
em termos de desigualdades matriciais, os quais nos fornecem estimativas dos conjuntos
atratores desses sistemas.

2 Extensão do prinćıpio de invariância

No presente artigo, consideramos a seguinte classe de sistemas chaveados

ẋ(t) = Aσ(t)x(t) + bσ(t), x(0) = x0 (1)

em que x(t) ∈ Rn são vetores de estado, σ(t) : [0,∞[→ P = {1, · · · ,N} é uma função
constante por partes, cont́ınua a direita, chamada de lei de chaveamento, e N é o número
de subsistemas. Seja {τk}k∈N uma sequência de tempos de chaveamento consecutivos
associada a lei de chaveamento σ e Ip = {t ∈ [τk, τk+1) : σ(τk) = p, k ∈ N} sendo a
união dos intervalos em que o subsistema p é ativo. Uma função cont́ınua, suave por
partes, x(t) : I → Rn é uma solução do sistema chaveado afim (1) no intervalo I se x(t)
satisfaz ẋ(t) = Apx(t) + bp, ∀t ∈ Ip ∩ I para todo p ∈ P. Supomos que a sequência de
chaveamento {τk}k∈N é divergente e que cada subsistema p estará ativo infinitas vezes.
Denotamos ϕσ(t)(t, x0), ou simplesmente ϕ(t, x0), a solução do sistema chaveado afim (1)
com condição inicial x0 no tempo t = 0 sob a lei de chaveamento σ(t).

A seguir algumas definições preliminares, as quais podem ser encontradas em [1] e [2],
são apresentadas.

Definição 2.1. Considere a sequência de tempos de chaveamentos consecutivos {τk}k∈N
associada com ϕσ(t)(t, x0). A solução ϕσ(t)(t, x0) tem um dwell-time não nulo se existe
h > 0 tal que infk (τk−1 − τk) ≥ h. O número h é chamado de dwell-time para ϕσ(t)(t, x0).

Definição 2.2. Um conjunto compacto M é fracamente invariante com respeito ao sis-
tema chaveado (1) se ∀q ∈ M, existe um ı́ndice p ∈ P e um número real c > 0 tal que
ϕp(t, x0) ∈M para qualquer t ∈ [−c, 0] ou t ∈ [0, c].

Para a obtenção da extensão do prinćıpio de invariância consideramos as funções es-
calares auxiliares Vp : Rn → R de classe C1 da seguinte forma:

Vp(x) = (x− d)′ Pp (x− d) , (2)

em que d ∈ Rn e Pp ∈ Rn×n, ∀p ∈ P. Além disso, suponha que

∃Pp = P ′p > 0 tal que Qp = A′pPp + PpAp < 0, ∀p ∈ P. (3)

Defina Cp = {x ∈ Rn : ∇Vp(x)(Apx + bp) ≥ 0} e C =
⋃
p∈P
Cp. Além disto, utilize as

notações λmin(·) e λmax(·) para denotar o menor e maior autovalor de uma matriz real.
O lema a seguir, garante que o conjunto C será limitado.

Lema 2.1. Considere o sistema chaveado afim (1) e as funções escalares auxiliares Vp
dadas por (2) tal que (3) seja satisfeita. Então o conjunto C é limitado.
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Demonstração. A derivada da função Vp ao longo da solução do subsistema p é dada por:

V̇p(x) = ∇Vp(x)(Apx+ bp) = x′Qpx+ 2(b′pPp − d′PpAp)x− 2d′Ppbp

≤ λmax(Qp)x
′x+ 2

∥∥b′pPp − d′PpAp∥∥ ‖x‖+ 2
∣∣d′Ppbp∣∣

= λmax(Qp) ‖x‖2 + 2µp ‖x‖+ 2ξp,

onde µp =
∥∥b′pPp − d′PpAp∥∥ e ξp =

∣∣d′Ppbp∣∣. Desse modo, conclúımos que

V̇p(x) ≤ λmax(Qp) ‖x‖2 + 2µp ‖x‖+ 2ξp. (4)

Uma vez que (3) é satisfeita ∀p ∈ P, então λmax(Qp) < 0, logo de (4) pode-se

concluir que a derivada é estritamente negativa quando ‖x‖ >
−µp−

√
µ2p−2λmax(Qp)ξp
λmax(Qp) .

Assim Cp ⊆
{
x ∈ Rn : 0 ≤ ‖x‖ ≤ −µp+

√
µ2p−2λmax(Qp)ξp
λmax(Qp)

}
. Portanto, C =

⋃
p∈P Cp ⊆

{x ∈ Rn : 0 ≤ ‖x‖ ≤ z}, onde

z = max
p∈P

−µp +
√
µ2
p − 2λmax(Qp)ξp

λmax(Qp)

 , (5)

ou seja, o conjunto C é limitado.

O lema a seguir, garante a existência de funções que limitam inferiormente e superior-
mente as múltiplas funções escalares auxiliares Vp dadas por (2).

Lema 2.2. Considere o sistema chaveado afim (1) e as múltiplas funções auxiliares Vp
dadas por (2) tal que (3) seja satisfeita. Então, existem funções cont́ınuas α, β : Rn → R
tais que

α(x) ≤ Vp(x) ≤ β(x), ∀x ∈ Rn e ∀p ∈ P. (6)

Demonstração. Nesta prova iremos mostrar que existem funções cont́ınuas α, β : Rn → R
satisfazendo (6) exibindo um caso particular para cada uma delas. Uma vez que Pp é
simétrica, definida positiva para todo p ∈ P, então

Vp(x) ≤ λmax(Pp)(x− d)′(x− d)

= (x− d)′diag[λmax(Pp), · · · , λmax(Pp)](x− d), ∀p ∈ P e ∀x ∈ Rn. (7)

Definindo a matriz PM = diag[δmax, · · · , δmax], com δmax = max
p∈P
{λmax(Pp)} e utili-

zando (7) temos

Vp(x) ≤ (x− d)′PM (x− d), ∀x ∈ Rn e ∀p ∈ P. (8)

Assim, considerando β(x) = (x − d)′PM (x − d), de (8) temos que Vp(x) ≤ β(x), ∀p ∈
P e ∀x ∈ Rn.Ainda, utilizando a hipótese (3) e definindo a matriz Pm = diag[δmin, · · · , δmin],
com δmin = min

p∈P
{λmin(Pp)}, temos

Vp(x) ≥ λmin(Pp)(x− d)′(x− d)

= (x− d)′diag[λmin(Pp), · · · , λmin(Pp)](x− d)

≥ (x− d)′Pm(x− d), ∀p ∈ P e ∀x ∈ Rn. (9)
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De (9) temos que Vp(x) ≥ (x − d)′Pm(x − d), ∀x ∈ Rn e ∀p ∈ P. Assim, considerando
α(x) = (x−d)′Pm(x−d), da desigualdade anterior temos que Vp(x) ≥ α(x), ∀p ∈ P e ∀x ∈
Rn. Portanto, as funções α(x) = (x− d)′Pm(x− d) e β(x) = (x− d)′PM (x− d) são uma
posśıvel escolha de funções satisfazendo (6).

Considerando funções cont́ınuas α, β : Rn → R satisfazendo (6), são definidos os
conjuntos: Ω`0 = {x ∈ Rn : α(x) ≤ `0}, Ω`j = {x ∈ Rn : α(x) ≤ `j}, e Θ = {x ∈
Rn : β(x) ≤ `0, } com sup

x∈C
β(x) < `0 <∞ e sup

x∈Ω`j−1

β(x) ≤ `j <∞, j ∈ {1, · · · ,N + 1},

os quais satisfazem:

C ⊂ Θ ⊆ Ω`0 ⊆ Ω`1 ⊆ · · · ⊆ Ω`j ⊆ Ω`j+1
· · · ⊆ Ω`N+1

. (10)

O próximo lema permite estimar os valores de `0, · · · , `N+1 e as respectivas regiões C,
Θ e Ω`j , ∀j ∈ {0, 1, . . . ,N + 1} .

Lema 2.3. Considere o sistema chaveado afim (1) e as múltiplas funções auxiliares Vp
dadas por (2) tal que (3) seja satisfeita. Além disto, sejam α e β funções definidas por
α(x) = (x− d)′Pm(x− d) e β(x) = (x− d)′PM (x− d), onde Pm, PM ∈ Rn×n são matrizes
positivas, então:

(i) Se `0 > λmax(PM ) (z + ‖d‖)2 então C ⊂ Θ ⊆ Ω`0 em que z é dado por (5).

(ii) Dado `0 tal que C ⊂ Θ ⊆ Ω`0, então Ω`j−1
⊆ Ω`j , ∀j ∈ {1, . . . ,N + 1}, se `j ≥

λmax(PM )

λmin(Pm)
`j−1.

Demonstração. (i) Inicialmente, observamos que devido ao Lema 2.1 é verdadeira a
inclusão C ⊆ {x ∈ Rn : 0 ≤ ‖x− d‖ ≤ z} para z dado por (5). Assim, ao anali-
sar os valores numéricos que a função cont́ınua β : Rn → R, dada por β(x) =
(x− d)′ PM (x− d), assume quando x ∈ C, obtemos:

β(x) ≤ λmax(PM ) ‖x− d‖2 ≤ λmax(PM ) (‖x‖+ ‖d‖)2 ≤ λmax(PM ) (z + ‖d‖)2, ∀x ∈ C.

Desse modo, escolhendo `0 ∈ R, da forma `0 > λmax(PM ) (z + ‖d‖)2, conclúımos que
C ⊂ Θ. Portanto, pela construção do conjunto Ω`0 , temos que C ⊂ Θ ⊆ Ω`0 .

(ii) A prova será por indução sobre o ı́ndice j ∈ {1, · · · ,N + 1}. Para N = 1, podemos

mostrar que Ω`0 ⊆ Ω`1 quando `1 ≥
λmax(PM )

λmin(Pm)
`0. De fato, se x ∈ Ω`0 então

λmin(Pm)||x− d||2 ≤ α(x) ≤ `0,∀x ∈ Ω`0 . Então, ‖x− d‖2 ≤
(

`0
λmin(Pm)

)
, ∀x ∈ Ω`0 .

Analisando os valores numéricos que a função β(x) = (x− d)′ PM (x− d) assume
quando x ∈ Ω`0 , obtemos

β(x) ≤ λmax(PM ) ‖x− d‖2 ≤ λmax(PM )
(

`0
λmin(Pm)

)
≤ λmax(PM )

λmin(Pm) `0, ∀x ∈ Ω`0 .

Assim, definindo `1 ≥
λmax(PM )

λmin(Pm)
`0, temos que Θ ⊆ Ω`0 ⊆ Ω`1 pois sup

x∈Ω`0

β(x) ≤

`1 <∞ está verificado.
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Como hipótese de indução, assumimos que o resultado é válido para N subsistemas,

{1, · · · ,N}, ou seja, os números reais `0 ∈ R e `j ≥
λmax(PM )

λmin(Pm)
`j−1, j ∈ {1, . . . ,N},

garantem que Ω`0 ⊆ Ω`1 ⊆ · · · ⊆ Ω`N−1
⊆ Ω`N . Agora, vamos provar o resultado

para N + 1. Para todo x ∈ Ω`N temos ‖x− d‖2 ≤
(

`N
λmin(Pm)

)
. Assim, analisando os

valores numéricos que a função β assume quando x ∈ Ω`N , obtemos

β(x) ≤ λmax(PM ) ‖x− d‖2 ≤
[
λmax(PM )
λmin(Pm)

]
`N , ∀x ∈ Ω`N .

Então, escolhendo `N+1 ≥
λmax(PM )

λmin(Pm)
`N , temos que Ω`N ⊆ Ω`N+1

.

Vamos considerar sobre as múltiplas funções auxiliares Vp, p ∈ P, a seguinte suposição.

Suposição 2.1. Para todo par de tempos de chaveamentos consecutivos τh < τj tal que
σ(τh) = σ(τj) = p, vale Vp(ϕ(τh, x0)) > Vp(ϕ(τj , x0)), se ϕ(τh, x0) /∈ Θ e ϕ(τj , x0) /∈ Θ.

O próximo lema garante que toda solução do sistemas chaveado afim (1) sob chavea-
mento dwell-time arbitrário é limitada.

Lema 2.4. Considere o sistema chaveado afim (1), as funções escalares Vp dadas por (2)
tal que (3) seja satisfeita. Além disto, suponha que a Suposição 2.1 seja satisfeita. Então,
toda solução ϕ(t, x0) ∈ Sdwell, x0 ∈ Rn, é limitada.

Demonstração. Seja `0 ∈ R tal que `0 > λmax(PM ) (z + ‖d‖)2 em que z é dado por (5).
Seja x0 ∈ Ω`0 , então pelo Lema 3 em [5], temos que toda solução ϕ(t, x0) ∈ Sdwell perma-
nece em Ω`N+1

, para todo t ≥ 0, ou seja, a solução ϕ(t, x0) ∈ Sdwell é limitada.
Agora, considere que x0 /∈ Ω`0 e ϕ(t, x0) ∈ Sdwell. Seja L0 ∈ R , tal que supx∈C β(x) <

`0 < L0 e x0 ∈ ΩL0 = {x ∈ Rn : α(x) ≤ L0}. Definindo os conjuntos ΩLj = {x ∈ Rn :
α(x) ≤ Lj} onde sup

x∈ΩLj−1

β(x) ≤ Lj < ∞, j ∈ {1, · · · ,N + 1} obtemos as seguintes

inclusões C ⊂ Θ ⊆ ΩL0 ⊆ ΩL1 ⊆ · · · ⊆ ΩLj ⊆ ΩLj+1 · · · ⊆ ΩLN+1
. Devido as múltiplas

funções Vp dadas por (2) e a Suposição 2.1, é posśıvel utilizar novamente o Lema 3 em [5]
para garantir que se x0 ∈ ΩL0 , então ϕ(t, x0) ∈ Sdwell permanece em ΩLN+1

para todo
t ≥ 0, ou seja, a solução ϕ(t, x0) ∈ Sdwell com x0 /∈ Ω`0 é limitada.

Explorando os resultados anteriores, a seguinte extensão do prinćıpio de invariância
para sistemas chaveados afins via múltiplas escalares auxiliares é estabelecida.

Teorema 2.1. Considere o sistema chaveado afim (1), as funções escalares Vp dadas
por (2) tal que (3) seja satisfeita. Ainda suponha que a Suposição 2.1 seja satisfeita.
Então, toda solução de (1), ϕ(t, x0) ∈ Sdwell é atráıda para o maior conjunto fracamente
invariante de Ω`N+1

.

Demonstração. Considere que x0 ∈ Θ e ϕ(t, x0) ∈ Sdwell. Como, por hipótese, a Suposição
2.1 e as desigualdades (2) e (3) são satisfeitas, então pelos Lemas 2.4 e Lema 3 em [5],
tem-se que a solução ϕ(t, x0) é limitada, e ainda ϕ(t, x0) permanece dentro de Ω`N+1

para
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todo t ≥ 0. Portanto, pela Proposição 2 do artigo [1], a solução será atráıda para um
conjunto fracamente invariante em Ω`N+1

.

Agora, seja x0 /∈ Θ e suponha por absurdo que a solução ϕ(t, x0) ∈ Sdwell não entra
em Θ. Considere a sequência de tempos de chaveamento

{
τkp
}

a qual o subsistema p vem
a ser ativo, isso é, σ(τkp) = p. Da Suposição 2.1, temos que a sequência Vp(ϕ(τkp , x0))
é uma sequência de números reais limitada inferiormente. Então Vp(ϕ(τkp , x0)) → rp
quando k → +∞ para todo p ∈ P. Uma vez que ϕ(t, x0) é limitado (veja Lema 2.4), então
pela Proposição 2 em [1], ω+(x0) é não vazio e fracamente invariante. Seja c ∈ ω+(x0),
então existe uma sequência {tj} tal que ϕ(tj , x0) → c quando j → ∞. Como o conjunto
P é finito, existe ao menos um ı́ndice p ∈ P e uma subsequência {tji} tal que tji ∈ Ip.
Então, Vp(ϕ(tji , x0)) → Vp(c) = rp para todo c ∈ ω+(x0). Como na demonstração da
Proposição 2 em [1], podemos provar a existência de um intervalo [ε, γ] contendo a origem
e funções υj(t) = ϕ(t + tj) definidas sobre [ε, γ], satisfazendo a seguinte propriedade:
υj(t) converge uniformemente para υ(t) em [ε, γ], υ(t) ⊂ ω+(x0) para todo t ∈ [ε, γ],
υ̇(t) = fp(υ(t)) e υ(0) = c. Então Vp(υ(t)) = rp e ∇Vp(υ(t))fp(υ(t)) = 0 para todo
t ∈ [ε, γ]. Particularmente, para t = 0, ∇Vp(υ(0))fp(υ(0)) = ∇Vp(c)fp(c) = 0, então
c ∈ {x ∈ Rn : ∇Vp(x)(Apx+ bp) = 0} e ω+(x0) ⊂ {x ∈ Rn : ∇Vp(x)(Apx+ bp) = 0} ⊆ Θ.
O conjunto ω+(x0) é fracamente invariante, então a solução é atráıda para o maior conjunto
fracamente invariante em {x ∈ Rn : ∇Vp(x)(Apx+ bp) = 0}, o que é uma contradição pois
{x ∈ Rn : ∇Vp(x)(Apx+bp) = 0} ⊆ Θ. Portanto, existe algum T ∈ R tal que ϕ(T, x0) ∈ Θ
e então o resultado segue da primeira parte dessa demonstração.

Portanto, a solução ϕ(t, x0) ∈ Sdwell é atráıda para o maior conjunto fracamente inva-
riante em Ω`N+1

.

3 Exemplo Numérico

O Teorema 2.1 será explorado para obter uma estimativa do conjunto atrator do sis-

tema chaveado afim (1) com P = {1, 2} sendo A1 =

[
4 1
2 −7

]
, A2 =

[
−7 −5
3 0

]
,

b1 =
[

2 1
]′

e b2 =
[

0 −3
]′

. Com o aux́ılio do software Matlab junto dos pacotes

Yalmip e Sedumi, obtemos P1 =

[
0, 6507 0, 1375
0, 1375 0, 3493

]
e P2 =

[
0, 1133 0, 0688
0, 0688 0, 3475

]
que

satisfazem (3) e permite considerarmos as funções escalares auxiliares (2). Escolhendo o
vetor d = [0, 5 1]′, o Lema 2.3 garante que C ⊂ Θ ⊆ Ω`0 ⊆ Ω`1 ⊆ Ω`2 ⊆ Ω`3 onde `0 =

9, 3252, `1 = 22, 1834, `2 = 52, 7716, `3 = 125, 5371, PM =

[
0, 7040 0

0 0, 7040

]
e Pm =[

0, 2960 0
0 0, 2960

]
. Assim, pelo Teorema 2.1, toda solução limitada ϕ(t, x0) ∈ Sdwell

é atráıda para um conjunto fracamente invariante em Ω`3 , onde vol(Ω`3) = 1332, 6 u.v,
isto é, o atrator deste sistema chaveado afim sob chaveamento arbitrário está contido no
elipsoide Ω`3 . A Figura 1 ilustra a simulação no domı́nio do tempo para a condição inicial
x0 = [40 25]′ e o chaveamento dwell-time com h = 0, 05s.
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Figura 1: (a) Gráfico da derivada ao longo da solução do sistema chaveado e do sinal
de chaveamento σ(t) com dwell-time h = 0, 05s. (b) Plano de fase com x0 = [40 25]′ e
estimativa do conjunto atrator Ω`3 .

4 Conclusões

Neste trabalho, uma extensão do prinćıpio de invariância para sistemas chaveados afins
sob chaveamento dwell-time arbitrário foi demonstrada. Conforme pode ser observado no
exemplo numérico, este resultado é útil para obter estimativas de conjuntos atratores de
sistemas chaveados afins. Notamos que as estimativas obtidas dependem das matrizes
PM > 0, Pm > 0, Pp > 0, p ∈ P e do vetor d. No intuito de melhorar as estimativas
obtidas para o conjunto atrator de sistemas chaveados afins, atualmente estamos buscando
encontrar alguma ferramenta matemática que forneça uma maneira sistemática de se obter
melhores estimativas do conjunto atrator de sistemas chaveados afins.
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