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1 Resumo

O método da exaustao para calcular dreas e volumes de figuras geométricas compli-
cadas, por meio de dreas e volumes de figuras mais simples é conhecido desde a Grécia
antiga e esta € a ideia chave do que chamamos Calculo Infinitesimal. No século XVII, esta
ideia foi aperfeicoada por Newton e Leibniz, fornecendo a estrutura do que é conhecido
atualmente por Célculo Integral, porém, apenas com o trabalho posterior de Riemann,
no século XIX, o conceito de integral foi estabelecido com bases rigorosas e tornou-se
instrumento para resolucao de inimeros problemas.

Dada uma fungao f : R — Ry, a integral de Riemann fR f(x) dx equivale a nocao de
area sob a curva, e é definida a partir de aproximagoes em que o dominio é dividido em
pequenas partes.

Apesar de 1til, a integral de Riemann contém certas deficiéncias que a tornam inade-
quada para algumas aplicagbes. Um dos maiores problemas nessa teoria é a passagem ao
limite sob o sinal de integral, isto é, dada uma sequéncias de fungoes (f,,) convergente em
(a,b), quando podemos garantir que

b b
lim / fndx = / lim f, dx?
n—oo a a n—oo

Na integral de Riemann, isto sé possivel no caso particular em que uma sequéncia de
funcGes continuas converge uniformemente.

Para superar as deficiéncias no conceito anterior, no inicio do século XX, nasce a
teoria da medida e integracao com Henri Lebesgue. Dado um conjunto 2 e uma funcao
(mensurédvel em uma o-algebra de 2), f : Q — R4, aideia da integral de Lebesgue também
¢é usar aproximagoes. Porém, como nao ha uma forma razodvel de dividir o dominio em
pequenas partes, o que se faz é dividir o contra-dominio.

!silvamariana@id.uff.br
2alanprata@id.uff.br

010406-1 © 2018 SBMAC



Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 6, n. 2, 2018.

Definition 1.1 (Integral de Lebesgue). Uma fungao € simples se é combinagdo linear de

n
funcdes caracteristicas de conjuntos em §2, p = Z ajXE;- Se p(Ej) representa a “medida”
j=1
do conjunto E; em (1, definimos a integral de ¢ como

n
/ pdp = aj(E;).
Q —
J
Seja f: Q — Ry uma fungdo nao-negativa (mensurdvel), definimos a integral de Lebesgue

de f por
/fduzsup/ pdp,
Q Q

onde o supremo € tomado sobre todas as fungoes simples tais que 0 < p(z) < f(z), para
todo x € 2.

A integral de Lebesgue supera as dificuldades encontradas pela integral de Riemann.
Ela admite um conjunto muito mais amplo de fungoes integraveis, torna possivel a pas-
sagem ao limite sob o sinal de integral sob condigbes muito mais gerais (Teorema da Con-
vergéncia Mondtona, Teorema da Convergéncia Dominada), além de permitir construir
espacos de funcoes que sao completos (espagos Ly).

Por suas boas qualidades, a no¢cdao de medida e integral de Lebegue tornou-se um con-
ceito unificador e tem sido um ingrediente indispensavel em diversas dreas da matematica,
incluindo teoria da probabilidade, equactes diferenciais parciais, analise funcional e sis-
temas dinamicos. O objetivo desse estudo é apresentar a teoria de medida e integracao de
Lebesgue e, principalmente, discutir sua importancia para a teoria da probabilidade.
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