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Resumo. Neste trabalho estudamos a versao do problema isoperimétrico para trapézios, que
consiste em determinar o trapézio de maxima &area dentre aqueles de perimetro prescrito.
Uma condicao necessaria da isoperimetria do trapézio é que ele seja isésceles. Para isso,
consideramos um trapézio arbitrario nao paralelogramo de perimetro L dado e fazemos o
estudo de casos de acordo com a natureza de seus angulos. A solucao é obtida por meio de
uma prova analitica a partir de desigualdades que envolvem o perimetro e a area do trapézio.
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1 Introducao

O problema isoperimétrico tem um papel importante na geometria diferencial. Sua
formulacdo cldssica no plano R? consiste em determinar, dentre as regides delimitadas
por uma curva C! por partes de perfmetro (finito) prescrito, aquela com maior drea, cha-
mada de regiao isoperimétrica ou de solugao isoperimétrica; no caso, o disco. Sua origem
remonta a fundagdo da cidade de Cartago por volta do ano 850 a.C. e ficou conhecido
como lenda (ou problema) da rainha Dido de Cartago. Para mais detalhes a respeito do
problema isoperimétrico no plano, passando pelas principais caracterizacoes obtidas pelos
gregos na Antiguidade, por Jakob Steiner (1796-1863) e chegando & prova de existéncia de
solugao dada por Karl Weierstrass (1815-1897) em 1879, recomendamos a referéncia [1].
Para muitas outras abordagens do problema isoperimétrico, no espaco R3, na geometria
hiperbdlica, no cubo, na bola e, mais geralmente, numa variedade Riemanniana, recomen-
damos a leitura de [4].

Neste trabalho, estudamos a versao do problema isoperimétrico para trapézios, que
consiste em determinar dentre os trapézios de perimetro prescrito, aquele que delimita
uma regido de méaxima &area. A este trapézio dd-se o nome de trapézio isoperimétrico.
Por trapézio, entendemos um quadrilatero que possui um par de lados opostos paralelos,
conforme [2]. Desse modo, paralelogramos sao trapézios nos quais os dois pares de lados
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opostos sao paralelos, retangulos e quadrados sao casos particulares de paralelogramos.
Como é bem conhecido o fato que dentre todos os retangulos de perimetro prescrito, o
que tem a maior drea é o quadrado (que, por sua vez, é um caso particular de trapézio),
consideramos aqui os trapézios nao paralelogramos, ou seja, trapézios nos quais somente
um par de lados opostos é paralelo, que sao chamados de bases. Na referéncia [5], mostra-
se que dentre os quadrilateros cujas medidas dos lados sao dadas, aquele com area maxima
é o inscritivel (ou ciclico). Um simples argumento a respeito de angulos inscritos garante
que o trapézio inscritivel é o isésceles. Assim, embora nao esteja explicito no texto em [5],
¢é possivel concluir que uma condicao necessaria a isoperimetria do trapézio é que ele seja
isésceles. Na préoxima segao, daremos uma prova analitica deste resultado, por meio do
estudo de desigualdades que envolvem o perimetro e a area de um trapézio considerado.
De acordo com a natureza de seus angulos internos, os trapézios de mesmo perimetro L
sao divididos em cinco casos, para os quais obtém-se relagoes entre sua altura e as medidas
de seus lados. No entanto, para quatro destes casos, mostramos que existe um trapézio
isésceles do caso restante de mesmo perimetro e area maior. Finalmente, provamos que
dentre os trapézios nao paralelogramos de perimetro prescrito, o isésceles delimita maior
area. No entanto, observamos que esta condicao nao é suficiente, de modo que nao existe
o trapézio nao paralelogramo isdsceles de méaxima area.

2 O Trapézio Isoperimétrico

Problema: De todos os trapézios nao paralelogramos de perimetro L dado, qual
delimita maior area?

Para responder a este problema, consideremos um trapézio ABC D com bases paralelas
AB e CD e tal que ABCD nio seja um paralelogramo. Sejam L; = AB, Ly = CD, com
L1 > Ly, Ly =AD e Ly = BC. Temos cinco possibilidades para considerar:

Caso 1: se os angulos /DAB e /CBA forem agudos, sejam F e F as projegoes orto-
gonais de D e C sobre o lado AB, respectivamente, x = AF e y = FB. Neste caso, temos
que Ly2 = 22+ h2, L2 =y?>+h*> e x+y = Ly — Lo, em que h denota a altura do trapézio
ABCD.

Caso 2: se 0 angulo ZDAB for reto entao ZCDA é reto e a altura h do trapézio ABCD
é h = L3. Considerando C’ como sendo a projecao ortogonal de C' sobre AB, temos que
CcC = Lse C'B = Li— L. Assim, Ly > L3 e

Li =12+ (L1 — Ly)* (1)

Caso 3: se o angulo ZDAB for obtuso, ZCBA for agudo e C"D’' N (AB\ {A}) # 0, em
que C’, D' sao as projecoes ortogonais de C' e D, respectivamente, sobre a reta AB, sejam
x = D'A e h a altura do trapézio ABCD. Assim, AC' = Ly —x e C'B =Ly — Ly + x.

Além disso,

L2=h>+2> e L=h*+ (L — Ly +x)° (2)
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De (2) podemos concluir que L3 > L3, pois Ly — Ly > 0. Logo, Ly > L3. Também
temos que L3 — L2 = (L1 — Lo + 2)? — 2% = (L1 — Lo + 2x).(L1 — L), donde segue que
L?L — L% — (L1 — L2)2

SN /P B (3)

L3—L%—(L1—Lo)?

No triangulo AD'DA, temos que 0 < x < Lz. Ou seja, 0 < 5 (Ti—L2) < Ls.

Como L1 — Lo > 0 entao Li — L% — (L1 — L2)? > 0, donde segue que

2-12
—= > 1. 4

Susbtituindo (3) na segunda equacao de (2), obtemos que

L3—L3)? 1 1
b)) - (- L)

=13 - 4 8
YLy —Ly)? 2

Ou seja,
(-1 1
4.(L1 — Ly)? 4
Caso 4: se o angulo ZDAB for obtuso, ZCBA for agudo e C’"D’ N AB = (), em que
C’', D’ sao as projecoes ortogonais de C' e D, respectivamente, sobre a reta 1@, sejam
x = C'A e h a altura do trapézio ABCD. Assim, D’A = Lo +x e C'B = Li +z. Além
disso,

W= SR+ 1) - (L — L), )

L3=h2+(La+x)? e Li=h>+ (L1 +2)2 (6)

De (6) concluimos que L?l > L%, uma vez que L1 > Lo > 0. Logo, Ly > L3. Também
temos que L3 — L3 = (L1 + x)? — (La + x)? = (L1 + L2 + 27).(L1 — L), donde segue que

(Lf-L3) (In+ L2).

YT oL~ Ly 2 @

No triangulo ADD’A, observemos que 0 < Lg + x < Ls. Por (7), temos que

(Li - L3)

1 1
L =—.(Lys—L — =,
2t 2( 2 1)+2(L1—L2) (8)

2 72 2 72 (T._T.\2
Assim, 0 < %~(L2—L1)+%(%11,§2) <IL3el< % < 2L3. Como L1—Ly >0

entao L3 — L3 — (L1 — La)? > 0. Portanto,

Li- I3

Substituindo (8) na primeira equacao de (6), obtemos que

1 (LgL — L2 — (L4 —L2)2)2

L2 =hn? .
3 * Ly — Lo
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4
Ou seja,
1 1 (L2-1%)? 1
h?= - (L34 L3 — -2 3~ (L — Ly>. 1

Caso 5: se o angulo ZDAB for obtuso, ZCBA for agudo e C'D'N AB = {A}, em que

C’', D' sao as projecoes ortogonais de C' e D, respectivamente, sobre a reta @, seja h a
altura do trapézio ABCD. Assim, C' = A,

LE=n*4+12 e L2=h2+12 (11)

Segue de (11) que Ly > Lg, pois Ly > Ls. Além disso, h? = L% — L3 = L — L2
Consequentemente, Li — L2 = L% — L3, que é equivalente a ter z = 0 em (6). Portanto, o
Caso 5 pode ser tratado como um caso particular do caso 4, em que = = 0.

A seguir, serao obtidos alguns resultados auxiliares para que, finalmente, o problema
inicial desta secao seja resolvido.

Lema 2.1. Dado um trapézio ABCD nas condi¢ées do Caso 2 de perimetro L prescrito,
existe um trapézio isdsceles (como no Caso 1) de mesmo perimetro L, mas com drea maior
que a drea do trapézio ABCD.

Demonstracao. Considere o trapézio isésceles XY ZW de bases paralelas XY e ZW, com
XY =Lie ZW = Ly. Como L = L1+ Lo+ L+ Ly entdo XW =Y Z = Z3tl1_ Portanto,
os trapézios ABCD e XY ZW tém o mesmo perimetro L. A altura H do trapézio XY ZW
pode ser determinada por

L L4\2 Ly — Loy\2
(g) = H?+ (172) . (12)
2 2
Por (1), temos que H? = (L3+4L4)2 - (L?‘;Lg) = 2L3'LZ+2'L§. Assim,
Ls.Ly+ L2
S (13)

Como os trapézios ABCD e XY ZW tém as mesmas medidas das bases, suas dreas

podem ser comparadas somente com suas alturas h e H. Como h, H > 0, podemos fazer

2
tal comparacao a partir de h? e H2. Temos que h? = L% e por (13), H? = % Como

Ls.Ly+L3 _ L23+L2 ) . ,
Ly > L3, H> = = §+ 3> 3; 5 = L2 = h% Portanto, a drea do trapézio XY ZW é

maior que a drea do trapézio ABCD. O

Lema 2.2. Dado um trapézio ABCD nas condigdes do Caso 3, de perimetro L prescrito,
existe um trapézio isdsceles (como no Caso 1) de mesmo perimetro L, mas com drea maior
que a drea do trapézio ABCD.

Demonstragao. Considere o trapézio isésceles XY ZW construido na prova do lema 2.1,
mas agora com L1, Lo, Ly e Ly, satisfazendo as condi¢ées do Caso 3. Sendo H a altura do
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trapézio XY ZW, comparemos h e H a partir das equagoes dadas em (5) e (12). Suponha,
por absurdo, que H? < h2. Ou seja,

(L — L3)°

1 1 1 1
(L34 Ly)?—=(L1 — Lo)? < (L2 + L3 — =4 =3/~ (L, — Ly
. L2—12)2 L2_12)2

Assim, {0 <108 — Ll Ly + 113 = L(Ly — Ls)? e {Poph < (La — Ly)™.

Segue de (4), de L3 — L% > 0 e da desigualdade anterior que L2 — L2 < (Ly — L3)?, isto é,
L4 < L3, o que é um absurdo.
Portanto, concluimos que H? > h? e que a area do trapézio isésceles XY ZW é maior
que a area do trapézio ABCD.
O

Lema 2.3. Dado um trapézio ABCD na condicoes do Caso 4, de perimetro L prescrito,
existe um trapézio isdsceles (como no Caso 1) de mesmo perimetro L, mas com drea maior
que a drea do trapézio ABCD.

Demonstragao. Considere o trapézio isésceles XY ZW construido na prova do lema 2.1,
mas agora com Lj, Lo, L3 e Ly satisfazendo as condigoes do Caso 4. Sendo H a altura do
trapézio XY ZW , comparemos h e H a partir das equagoes dadas em (10) e (12). Suponha,
por absurdo, que H? < h?. Exatamente como na prova do lema 2.2, obtemos que

LB < (L1 (19

Segue de (9), de L3 — L3 > 0 e da desigualdade (14) que L3 — L3 < (L4 — L3)?, isto 6,
L4 < L3, o que é um absurdo.
O

Lema 2.4. Dado um trapézio ABCD nas condi¢oes do Caso 5, de perimetro L prescrito,
existe um trapézio isdsceles (como no Caso 1) de mesmo perimetro L mas com drea maior
que a drea do trapézio ABCD.

Demonstragcdo. Como o Caso 5 pode ser tratado como um caso particular do Caso 4,
tomando-se = 0, a prova do lema 2.4 é obtida tornando-se x = 0 na prova do lema 2.3.
Portanto, concluimos que H? > h? e que a &rea do trapézio isésceles XY ZW é maior

que a area do trapézio ABCD.
O

Segue dos lemas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 que dado um trapézio ABCD (nas condigoes do
Caso 1) de perimetro fixo L, bases paralelas de medidas L; e Lo, com L; > Lo, é possivel
obter um trapézio isésceles com bases L1, Lo e perimetro L cuja area é maior que a de
ABCD. Portanto, uma condigao necessaria para que um trapézio seja isoperimétrico é

2
que ele seja isésceles. Neste caso, a altura do trapézio isdsceles é h = \/ L% — (%) e

sua area é igual a

N e N A T AN
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Observagao 2.1. Ser isdsceles nao € uma condi¢do suficiente para garantir o eristéncia
de um trapézio de perimetro prescrito L e drea mdxima. Na verdade, nao existe um
trapézio isosceles nao paralelogramo de perimetro L cuja drea seja mdazrima, pois existem
infinitos trapézios isosceles nao paralelogramos de perimetro L. No entanto, existe uma
sequéncia de trapézios isdsceles nao paralelogramos de perimetro L cujas dreas convergem
para %, que corresponde a drea do quadrildtero isoperimétrico, que € o quadrado de lado
cuja medida € %. Esta afirmacdo € garantida calculando-se o mdzimo da funcao drea dada
em (15) nas varidveis L1 e Ly e suas restrigoes. Para isso, aplica-se o cdlculo diferencial
para determinacdo dos pontos criticos e hessiano da funcdo drea, obtendo-se que o mdzximo

ocorre para o caso degenerado L1 = Lo = %. Como L = L1+ Lo+2L3, temos Ly = Ly = %

e . e 7 2
e a marima drea € %.

Caso consideremos fixadas também as medidas L1 e Lo das bases, com L1 > Lo, o
trapézio isoperimétrico, isto €, o que delimita a maior area dentre aqueles de perimetro
L e bases de medidas L; e Lo, é o isdsceles. Esta conclusao é obtida a partir do lema e
argumentacao seguintes.

Lema 2.5. De todos os triangulos NABC, de base fixa AB e perimetro dado L, o que
tem a maior drea € o isdsceles com AC = BC.

Demonstragao. Consideremos uma elipse € de focos A e B determinada pelos pontos P
do plano tais que AP+ BP = L — AB = 2a. Como o perimetro de cada triangulo AABC
é constante igual a L, entao C' € € e C' nao é colinear a A e B. Sendo h a altura do
tridangulo AABC, temos que como a base AB est4 fixa, entdo a maior drea possivel de um
triangulo AABC' é obtida para o maior valor possivel de h, que é obtido para o caso em
que a projecdo ortogonal de C sobre AB coincide com o ponto médio de AB. Neste caso,
AC = BC.

O

Consideremos um trapézio ABCD (nas condi¢oes do Caso 1) de perimetro fixo L,
bases paralelas de medidas Li e Lo fixas, com L > Ly e altura h varidvel. Na figura 1
esta ilustrada uma possivel decomposicao dele.

Decomposicéao

Caso 1

ol

Ly F
Ly

Figura 1: Trapézio do Caso 1 e sua decomposigao.

Em relacao a esta decomposicao, temos que a(ABCD) = a(CDEF) 4+ a(AXY Z),
onde a(P) denota a drea de uma regiao no plano delimitada pelo poligono P, CDEF
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é um retangulo de lados com medidas Lo fixa e h varidavel, AXY Z é um tridngulo com
base de medida fixa = + y fixa e altura varidvel h. Desse modo, max a(ABCD) =
max (a(CDEF) 4+ a(AWY Z)).

Pelo lema 2.5, a area do triangulo AXY Z é méxima quando ele é isésceles com L3 =
L4. Consequentemente, a(ABCD) é méaxima também quando Ls = Ly, pois as medidas
das bases do trapézio ABCD e do triangulo AXY Z estao fixadas, assim como a medida
de um dos lados do retangulo CDFEF, e h é a altura do trapézio ABCD, do triangulo
AXY Z e de um dos lados do retangulo CDEF. Portanto, dentre os trapézios como no
Caso 1 de bases L1 e Lo fixas, perimetro L fixo, altura h variavel, o de maior area é o
isésceles (L = Ly).

3 Conclusoes

A partir dos resultados obtidos na se¢do anterior, ficou demonstrado o seguinte teo-
rema.

Teorema 3.1. Sejam L uma constante real positiva dada e 71, 0 conjunto de trapézios nao
paralelogramos do plano de perimetro L. Para todo T € Tp,, existe um trapézio isdsceles
P e 11, tal que a(P) > a(T).

A prova apresentada é resultado da pesquisa dos autores a respeito do problema iso-
perimétrico no plano [3] e ilustra bem a importancia das desigualdades no tratamento de
problemas geométricos.
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