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1 Introducao

Apresentamos neste trabalho a prova conhecida na literatura especializada em método
de elementos finitos como argumento da dualidade devido a Nitsche e Aubin [1,3]. Usa-
mos aqui a notacdo padrdo. Por simplicidade, assumimos que o aberto Q C R?, é um
dominio poligonal limitado convexo de fronteira 9. Além disso, (-,-)q denota o pro-
duto interno em L2(£2), munido da norma || - ||;2(q), e para d € {1,2}, H%(2) represen-
tam espacos de Hilbert de ordem d. Definimos também o subespaco de H'(€) dado por
H}(Q) :={w e HY(Q) |w = 0sobre 90 }. Indicamos por || - e € |- |ge(q) a norma e a
semi-norma nos espacos correspondentes. Denotamos por 7, := { K } uma particdo de 2
em elementos triangulares regulares K, indexada por h que representa sua dimensao carac-
teristica, i.e, h := maxger, h onde hg indica o diametro de K. Com isso, introduzimos
o subespago aproximante V() := {w € H} () | w|; € P1(K) } onde Py(K) é o espago
de fungoes polindmiais lineares por partes sobre cada elemento K de 7,. Finalizamos esta
secdo com a colocacdo do nosso problema modelo na forma que se segue: Dado f € L%(Q),
encontrar u € H}(Q2) tal que

(Vu, Vv)g = (f,v)q , Yo € Hy(Q), (1)

2 O Argumento da Dualidade

Para aproximar v € Hg(Q) em (1), o método de elementos finitos baseado na for-
mulacio cldssica de Galerkin considera o seguinte problema aproximado: Dado f € L%(Q),
encontrar up, € Vi (Q) C H}(Q) tal que

(Vun, Vor)g = (f,vn)q » Yon € Vi(Q). (2)
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Supondo u € H?(2) N H}(£2), temos uma estimativa para o erro e := u — uy, do
método de elementos finitos medido na norma-H!(2), veja por exemplo [2], dada por

llw —up| ) < Chlulg2qy (3)
na qual a constante positiva C' é independente de h. A estimativa em (3), fornece
[ —unl|[r2(0) < Chlulg2(q), (4)

que é considerada sub-6tima, pois definindo IIpu € Vj como sendo a interpolante de v em
Vi, da teoria de aproximacao, veja por exemplo [2], temos a seguinte estimativa para o
erro de interpolacdo medido na norma-L?(Q)

[|u — pullr20) < Ch?|ulg2(q) - (5)

O argumento da dualidade, objeto deste trabalho, permite recuperar uma estima-
tiva similar a estimativa em (5) para o erro e decorrente do método de elementos finitos
medido na norma-L?(Q), ou seja, permite obter uma estimativa da forma

llu = upllr2(0) < Ch?|ulg2(q) , (6)
conhecida como estimativa 6tima.
Ressaltamos que sob baixa regularidade, digamos u € H'(Q), temos como impacto
imediato uma reducao nas poténcias de h, conduzindo a
lu = pullr20) < Chlulmiy e |lu—aul|gg) < ChOlulgiq) - (7)

Contudo, ¢ ainda possivel mostrar que limp, o |[u — pul[g1(q) = 0, veja [2], pg 134, 135,
para detalhes, o que guarante a convergéncia em H!(Q) até mesmo nesse caso.

3 Conclusao

O argumento da dualidade é uma estratégia bastante explorada em andlise de
elementos finitos considerando problemas elipticos mais gerais, problemas parabdlicos,
bem como os mais variados esquemas de elementos finitos, o que de certa maneira ressalta
sua importancia.
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