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Resumo

Diversos sistemas complexos consistem em dinâmicas aleatórias que podem ser representa-
das por part́ıculas que se difundem e interagem em um espaço de topologia definida. O
chamado modelo dos sapos na literatura de probabilidade é um exemplo no qual um sistema
de part́ıculas realiza passeios aleatórios entre os vértices de um grafo. De maneira resumida,
existem dois tipos de part́ıculas, as ativas e as inativas. Enquanto cada part́ıcula ativa re-
aliza um passeio aleatório simétrico pelo grafo, as part́ıculas inativas permanecem imóveis
até serem visitadas por alguma part́ıcula ativa, após isto, esta se torna ativa e começa a
realizar, independentemente, um passeio aleatório simétrico através do grafo. Neste traba-
lho é proposto o estudo da evolução da ativação dos vértices do sistema e das coberturas
finais ( proporção final de vértices visitados) para este modelo em grafos finitos através de
aproximações por campo-médio e simulação computacional.
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1 Introdução

O modelo dos sapos é definido como um sistema de part́ıculas que interagem em um
grafo finito Gn (i.e., contendo n vértices). Informalmente, a dinâmica do modelo que
ocorre em tempo cont́ınuo, pode ser descrita da seguinte forma: suponha que cada vértice
do grafo está ocupado inicialmente, i.e., , t = 0, com apenas uma part́ıcula ativa, enquanto
que as n − 1 restantes são inativas. Adicionalmente, suponha que cada part́ıcula ativa
realiza um passeio aleatório simétrico pelo grafo. Se o vértice de destino da part́ıcula
ativa, em determinado instante de tempo, estiver ocupado previamente por uma inativa
então esta última se torna ativa e inicia um novo passeio aleatório de forma independente
das demais. Se uma part́ıcula ativa pula para um śıtio vazio ou ocupado com outras
também ativas, então ela é retirada do sistema. Neste caso é usual dizer que a mesma
”morre”.

Formalmente, o modelo é uma cadeia de Markov a tempo cont́ınuo (C.M.T.C.) (ψt)t≥0
com espaço de estados {−1, 0, 1, 2}V , onde V := {1, 2, 3, . . . , n} representa o conjunto
de vértices do grafo. Cada estado do processo é um vetor (ψ(i) : i ∈ V ), onde ψ(i) ∈
{−1, 0, 1, 2}. Aqui os estados −1, 0, 1, 2 representam, respectivamente, um vértice vazio,
um vértice com 1 part́ıcula inativa, um vértice com 1 part́ıcula ativa e um vértice com 2
ativas. Logo, o processo evolui de acordo às seguintes transições:

P (ψt+h(i) = 1|ψt(i) = 2) = h+ o(h),

P (ψt+h(i) = 0|ψt(i) = 1) = h+ o(h),

P (ψt+h(i) = 2|ψt(i) = −1) = h (N1(i) + 2N2(i)) + o(h),

onde N`(i) := N`(ψ, i) é o número de vizinhos do vértice i que estão no estado `, para
` ∈ {−1, 0, 1, 2} e para a configuração ψ.

Este método foi proposto inicialmente com um modelo de transmissão de informação.
De fato, pode-se imaginar as part́ıculas ativas como agentes que carregam uma informação
e as inativas como agentes desinformados. Para mais detalhes sobre a formulação inicial
deste modelo e alguns resultados em grafos infinitos, ver [1, 5, 7] e suas referências. Mais
recentemente, diferentes pesquisadores focaram no estudo deste processo em grafos finitos.
Nesta direção, as quantidades de interesse estão relacionadas com a proporção final de
vértices visitados por part́ıculas ativas, ver [2,4,6]. Até o presente momento os resultados
em grafos finitos estão restritos ao caso do grafo completo. Neste trabalho são propostas
duas formas de aproximação para estudar estas quantidades de interesse, a qual serão
exemplificadas para o caso do grafo 2k-ćıclico.

2 Resultados

2.1 Aproximação por campo-médio

Usando o mesmo método apresentado em [3] para um modelo análogo, é posśıvel
fornecer uma descrição aproximada da evolução dos estados de cada vértice, quando o
modelo é definido em grafos finitos. Para este fim, é empregado uma aproximação por
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campo-médio, na qual assume-se independência entre os estados dos vértices de Gn. Desta
forma pode-se encontrar uma aproximação para a evolução das probabilidades:

xi(t) := P (ψt(i) = −1),

yi(t) := P (ψt(i) = 0),

zi(t) := P (ψt(i) = 1),

wi(t) := P (ψt(i) = 2),

(1)

para todo i ∈ V . Mais precisamente, é posśıvel conseguir a seguinte aproximação para o
comportamento destas probabilidades:

x′i(t) = −
n∑

j=1

Aj,i

kj
{zj(t) + 2wj(t))}xi(t),

y′i(t) = zi(t),

z′i(t) = −zi(t) + 2wi(t),

w′i(t) = −2wi(t) +
n∑

j=1

Aj,i

kj
{zj(t) + 2wj(t)} xi(t),

(2)

em que Aj,i = Ai,j = 1 se os vértices i, j são vizinhos (ou 0 caso contrário) e kj =
∑n

i=1Ai,j

é o grau do vértice j. Em outras palavras, as constantes Ai,j são os elementos da matriz
de adjacência do grafo considerado.

Observação 2.1. Para o caso em que Gn é o grafo completo de n vértices, já é conhecido
o sistema de equações diferenciais cuja solução se aproxima das trajetórias do processo
estocástico para valores suficientemente grandes de n. Neste caso se x(t), y(t), z(t) e w(t)
representam as proporções de vértices em cada categoria no instante t então o sistema é
dado pelas equações: 

x′(t) = −{z(t) + 2w(t)} x(t),

y′(t) = z(t),

z′(t) = −z(t) + 2w(t),

w′(t) = −2w(t) + {z(t) + 2w(t)} x(t).

(3)

As soluções numéricas do sistema (3) são ilustradas na Figura 2.1, para os valores ini-
ciais x(0) = 0.99, y(0) = 0 e z(0) = 0.01. O modelo dos sapos no grafo completo foi
bem estudado, e generalizado, em [2, 4]. Mais recentemente, se encontrou sua conexão
com modelos existentes na literatura para descrever a transmissão de um rumor em uma
população homogênea totalmente misturada, ver [6] e suas referências.
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Figura 1: Evolução das soluções do sistema limite do modelo dos sapos para um grafo
completo. A linha azul representa a dinâmica de x(t), em amarelo y(t), em verde z(t)
e em vermelho w(t). Gráfico com valores iniciais x(0) = 0, 99, y(0) = 0, z(0) = 0, 01 e
w(0) = 0.

Como exemplo de aplicação do sistema (2) considera-se o modelo dos sapos definido
no grafo 2k-ćıclico de n vértices. Tal grafo é obtido a partir de n vértices arranjados em
um ciclo e conectando cada vértice com seus 2k vizinhos mais próximos, para 1 < k ≤ n.
Fazendo c := 2k, representa-se este grafo por Cn,c. O interesse deste trabalho é na obtenção
da proporção final de vértices em cada uma das categorias; isto é, nos estados −1, 0, 1, 2.
O resultado gerado a partir da solução numérica das equações em (2) é resumido na Figura
2. Observa-se que a medida que c aumenta, a proporção de vértices visitados por alguma
part́ıcula ativa em Cn,c tende a aumentar drasticamente. Intuitivamente isto se deve ao
fato de que, para valores pequenos de c, aumentam-se as chances das part́ıculas ativas
visitarem novamente vértices já visitados nos primeiros estágios do processo. Portanto
a tendência é que o processo finalize rápido. (Pode-se observar este comportamento na
Figura 2(a)) Por outro lado, a medida que c cresce, Cn,c se aproxima do comportamento de
um grafo completo e portanto é de esperar que o mesmo aconteça com o comportamento
do modelo estocástico, ver Figura 2(b)-(d).
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(a) Grafo ćıclico c = 10 (b) Grafo ćıclico c = 100

(c) Grafo ćıclico c = 500 (d) Grafo ćıclico c = 998

Figura 2: Solução numérica para a aproximação campo-médio do modelo dos sapos em
Cn,c para n = 1000 e diferentes valores de c.

2.2 Simulações computacionais

Numa segunda abordagem de aproximação, foram realizadas simulações computacio-
nais do modelo dos sapos em Cn,c para n = 1000. Assumindo a configuração inicial de
uma part́ıcula ativa em um vértice do grafo e n− 1 vértices habitados por uma part́ıcula
inativa. Foram executadas 100 simulações, variando o parâmetro c de 4 a 200 (de 2 em 2)
e computadas as médias das coberturas finais, denotadas por x∞ e y∞. Conforme pode ser
observado na Figura 3, cujo os resultados mostram que as coberturas possuem um ponto
cŕıtico em torno de c = 40; antes desse valor a cobertura de śıtios visitados y∞ aumenta
enquanto a cobertura de śıtios inativos diminui. Mas para c > 40 as coberturas atingem
os valores próximos do previsto para o grafo completo com x∞ ≈ 0.2 e y∞ ≈ 0.8.
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Figura 3: Médias de 100 simulações para x∞ (Leg: Mxinf) e y∞ (Leg: Myinf) Modelo dos sapos

percorrendo um grafo do tipo ćıclico com c = 2k elos vizinhos, variando o valor de c de 4 a 200 e

n = 1000 vértices.

3 Conclusões

Foram apresentadas duas aproximações para estudar um modelo de passeios aleatórios
em grafos finitos. Este método, conhecido da literatura de probabilidade, tem sido estu-
dado por outros autores principalmente no grafo completo. Uma quantidade de interesse
é a proporção final de vértices visitados por part́ıculas ativas quando o processo finaliza.
Quando definimos o modelo no grafo Cn,c, as aproximações obtidas neste trabalho sugerem
a existência de uma mudança de comportamento desta proporção a partir de um certo
valor do parâmetro c. A abordagem usada através do sistema (2) evidencia esta mudança,
mas isto é mais claro nas simulações computacionais, onde uma aproximação com o com-
portamento observado no grafo completo fica mais clara para valores grandes de c. Uma
pergunta de interesse é como deve se comportar c, como função de n, para garantir um
comportamento desta proporção análogo ao exibido no grafo completo. O estudo deste
problema é parte de trabalho em andamento.

Referências

[1] O. S. M. Alves, F. P. Machado and S. Yu Popov. Phase transition for the frog model,
Electron. J. Probab, 7(16):1–25, 2002.

[2] O. S. M. Alves, E. Lebensztayn, F. P. Machado and M. Z. Martinez. Random walks
systems on complete graphs, Bull. Braz. Math. Soc., 37(4):571–55, 2006.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0358 010358-6 © 2020 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0358


7

[3] G. F. de Arruda, E. Lebensztayn, F. A. Rodrigues and P. M. Rodŕıguez. A process
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