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Resumo

Diversos sistemas complexos consistem em dinamicas aleatdrias que podem ser representa-
das por particulas que se difundem e interagem em um espaco de topologia definida. O
chamado modelo dos sapos na literatura de probabilidade é um exemplo no qual um sistema
de particulas realiza passeios aleatérios entre os vértices de um grafo. De maneira resumida,
existem dois tipos de particulas, as ativas e as inativas. Enquanto cada particula ativa re-
aliza um passeio aleatério simétrico pelo grafo, as particulas inativas permanecem iméveis
até serem visitadas por alguma particula ativa, apds isto, esta se torna ativa e comeca a
realizar, independentemente, um passeio aleatério simétrico através do grafo. Neste traba-
lho é proposto o estudo da evolugao da ativacao dos vértices do sistema e das coberturas
finais ( proporgao final de vértices visitados) para este modelo em grafos finitos através de
aproximagcoes por campo-médio e simulagao computacional.
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1 Introducao

O modelo dos sapos é definido como um sistema de particulas que interagem em um
grafo finito G, (i.e., contendo n vértices). Informalmente, a dindmica do modelo que
ocorre em tempo continuo, pode ser descrita da seguinte forma: suponha que cada vértice
do grafo estd ocupado inicialmente, i.e., ,¢ = 0, com apenas uma particula ativa, enquanto
que as n — 1 restantes sao inativas. Adicionalmente, suponha que cada particula ativa
realiza um passeio aleatério simétrico pelo grafo. Se o vértice de destino da particula
ativa, em determinado instante de tempo, estiver ocupado previamente por uma inativa
entao esta ultima se torna ativa e inicia um novo passeio aleatério de forma independente
das demais. Se uma particula ativa pula para um sitio vazio ou ocupado com outras
também ativas, entao ela é retirada do sistema. Neste caso é usual dizer que a mesma

”morre”.
Formalmente, o modelo é uma cadeia de Markov a tempo continuo (C.M.T.C.) (¢):>0
com espago de estados {—1,0,1,2}V, onde V := {1,2,3,...,n} representa o conjunto

de vértices do grafo. Cada estado do processo é um vetor (¢ (i) : i € V), onde 9(i) €
{=1,0,1,2}. Aqui os estados —1,0, 1,2 representam, respectivamente, um vértice vazio,
um vértice com 1 particula inativa, um vértice com 1 particula ativa e um vértice com 2
ativas. Logo, o processo evolui de acordo as seguintes transigoes:

P (ran(i) = Upe(i) =2) = h+o(h),
P (¢r4n(i) = 0lye(i) =1) = h+o(h),
P (eyn(i) = 2[ve(i) = =1) = h(Ni(i) + 2N2(i)) + o(h),

onde Ny(i) := Ny(1,i) é o numero de vizinhos do vértice i que estao no estado ¢, para
¢ e€{-1,0,1,2} e para a configuragao 1.

Vi
Vi

Este método foi proposto inicialmente com um modelo de transmissao de informacao.
De fato, pode-se imaginar as particulas ativas como agentes que carregam uma informacao
e as inativas como agentes desinformados. Para mais detalhes sobre a formulacao inicial
deste modelo e alguns resultados em grafos infinitos, ver [1,5,7] e suas referéncias. Mais
recentemente, diferentes pesquisadores focaram no estudo deste processo em grafos finitos.
Nesta diregao, as quantidades de interesse estao relacionadas com a proporcao final de
vértices visitados por particulas ativas, ver [2,4,6]. Até o presente momento os resultados
em grafos finitos estao restritos ao caso do grafo completo. Neste trabalho sao propostas
duas formas de aproximacao para estudar estas quantidades de interesse, a qual serao
exemplificadas para o caso do grafo 2k-ciclico.

2 Resultados

2.1 Aproximagao por campo-médio

Usando o mesmo método apresentado em [3] para um modelo andlogo, é possivel
fornecer uma descricao aproximada da evolucao dos estados de cada vértice, quando o
modelo é definido em grafos finitos. Para este fim, é empregado uma aproximagao por
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campo-médio, na qual assume-se independéncia entre os estados dos vértices de G,,. Desta
forma pode-se encontrar uma aproximacao para a evolucao das probabilidades:

zi(t) = Pu(i) = —1),

yi(t) = P(i) =0), 0
zi(t) = P(i) =1),

wit) = P(Y(i) =2),

para todo ¢ € V. Mais precisamente, é possivel conseguir a seguinte aproximagao para o
comportamento destas probabilidades:

xw>=—§ZJ%% )+ 2w;(1))} @i(t),
yi(t) :zm»

2Zi(t) = —zi(t) + 2w;i(t),

wi(t) = —2wit +Z it {ZJ )+ 2w; ()} i(t),

em que Aj; = A; j = 1 se os vértices i, j sao vizinhos (ou 0 caso contrério) e kj = > 7" | A; ;
¢ o grau do vértice j. Em outras palavras, as constantes A; ; sao os elementos da matriz
de adjacéncia do grafo considerado.

Observagao 2.1. Para o caso em que Gy, € o grafo completo de n vértices, jd € conhecido
o sistema de equacgoes diferenciais cuja solucdo se aproxima das trajetorias do processo
estocdstico para valores suficientemente grandes de n. Neste caso se x(t), y(t), z(t) e w(t)
representam as proporcdes de vértices em cada categoria no instante t entdo o sistema €
dado pelas equacades:

2(t) = — {=(0) + 2u(t)} 2(0),
%w:<> "
(1) = —2(t) + 20(t),

w'(t) = —2w(t) + {2(t) + 2w(t)} x(t).

As solugoes numéricas do sistema (3) sdao ilustradas na Figura 2.1, para os valores ini-
ciais £(0) = 0.99, y(0) = 0 e 2(0) = 0.01. O modelo dos sapos no grafo completo foi
bem estudado, e generalizado, em [2,4]. Mais recentemente, se encontrou sua conexrao
com modelos existentes na literatura para descrever a transmissao de um Tumor em uma
populagdo homogénea totalmente misturada, ver [6] e suas referéncias.
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Figura 1: Evolucao das solugoes do sistema limite do modelo dos sapos para um grafo
completo. A linha azul representa a dindmica de z(t), em amarelo y(t), em verde z(t)
e em vermelho w(t). Gréfico com valores iniciais z(0) = 0,99,y(0) = 0,2(0) = 0,01 e
w(0) = 0.

Como exemplo de aplicagao do sistema (2) considera-se o modelo dos sapos definido
no grafo 2k-ciclico de n vértices. Tal grafo é obtido a partir de n vértices arranjados em
um ciclo e conectando cada vértice com seus 2k vizinhos mais préximos, para 1 < k < n.
Fazendo ¢ := 2k, representa-se este grafo por Cy, .. O interesse deste trabalho é na obtengao
da proporcao final de vértices em cada uma das categorias; isto é, nos estados —1,0, 1, 2.
O resultado gerado a partir da solu¢ao numérica das equagoes em (2) é resumido na Figura
2. Observa-se que a medida que ¢ aumenta, a proporcao de vértices visitados por alguma
particula ativa em C), . tende a aumentar drasticamente. Intuitivamente isto se deve ao
fato de que, para valores pequenos de ¢, aumentam-se as chances das particulas ativas
visitarem novamente vértices ja visitados nos primeiros estagios do processo. Portanto
a tendéncia é que o processo finalize rapido. (Pode-se observar este comportamento na
Figura 2(a)) Por outro lado, a medida que c cresce, Cy, . se aproxima do comportamento de
um grafo completo e portanto é de esperar que o mesmo acontega com o comportamento
do modelo estocastico, ver Figura 2(b)-(d).
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Figura 2: Solucao numérica para a aproximacao campo-médio do modelo dos sapos em
Ch,c para n = 1000 e diferentes valores de c.

2.2 Simulagoes computacionais

Numa segunda abordagem de aproximagao, foram realizadas simulagées computacio-
nais do modelo dos sapos em C,, . para n = 1000. Assumindo a configuracao inicial de
uma particula ativa em um vértice do grafo e n — 1 vértices habitados por uma particula
inativa. Foram executadas 100 simulagoes, variando o parametro ¢ de 4 a 200 (de 2 em 2)
e computadas as médias das coberturas finais, denotadas por s € 9. Conforme pode ser
observado na Figura 3, cujo os resultados mostram que as coberturas possuem um ponto
critico em torno de ¢ = 40; antes desse valor a cobertura de sitios visitados yo, aumenta
enquanto a cobertura de sitios inativos diminui. Mas para ¢ > 40 as coberturas atingem
os valores proximos do previsto para o grafo completo com zo, =~ 0.2 € Yy =~ 0.8.
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Figura 3: Médias de 100 simulagdes para zo, (Leg: Mxinf) e yo, (Leg: Myinf) Modelo dos sapos
percorrendo um grafo do tipo ciclico com ¢ = 2k elos vizinhos, variando o valor de ¢ de 4 a 200 e
n = 1000 vértices.

3 Conclusoes

Foram apresentadas duas aproximacoes para estudar um modelo de passeios aleatérios
em grafos finitos. Este método, conhecido da literatura de probabilidade, tem sido estu-
dado por outros autores principalmente no grafo completo. Uma quantidade de interesse
¢é a proporcao final de vértices visitados por particulas ativas quando o processo finaliza.
Quando definimos o modelo no grafo C, ., as aproximagoes obtidas neste trabalho sugerem
a existéncia de uma mudanca de comportamento desta proporcao a partir de um certo
valor do pardmetro c¢. A abordagem usada através do sistema (2) evidencia esta mudanga,
mas isto é mais claro nas simula¢bes computacionais, onde uma aproximagao com o com-
portamento observado no grafo completo fica mais clara para valores grandes de c¢. Uma
pergunta de interesse é como deve se comportar ¢, como funcao de n, para garantir um
comportamento desta proporcao analogo ao exibido no grafo completo. O estudo deste
problema é parte de trabalho em andamento.
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