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Resumo. Neste trabalho é realizado o estudo da dinâmica de evolução de uma população
difusiva com taxas de natalidade e mortalidade loǵısticas na presença de armadilhas locais
considerando o efeito do vento. O problema tratado é resolvido com a Técnica de Trans-
formada Integral Generalizada. A modelagem do vento se mostra importante uma vez que
esse efeito pode provocar mudanças significativas na dinâmica da população estudada.
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1 Introdução

A modelagem matemática da evolução populacional é assunto abordado em diversos
trabalhos presentes na literatura [5–7, 12]. A dinâmica de populações é um assunto ex-
tremamente importante, pois existem muitas doenças que podem ser transmitidas por
vetores [3]. No Brasil os principais vetores de doenças são os mosquitos, responsáveis
pela transmissão de diversos v́ırus [9]. Esse tipo de população está sujeito a condições
climáticas [11] além disso, os mosquitos ainda podem ser afetados por massas de ar que
podem provocar uma maior dispersão dessa população [8]. Modelos que descrevem essas
populações podem ser formulados pela equação da difusão-advecção considerando mecanis-
mos de controle e taxas de natalidade e mortalidade loǵısticas [4,10]. Considerando que as
equações que governam este problema são tipicamente não-lineares, optou-se pela Técnica
da Transformada Integral Generalizada [1] para a solução do problema direto. Esta esco-
lha possibilitou ainda a escolha de uma solução de baixa ordem, reduzindo drasticamente
o custo computacional.
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2 Formulação Matemática e Solução do Problema Direto

Considere que uma população com densidade u localizada em um domı́nio unidimen-
sional é governada pela lei de Fick com coeficiente de dispersão D. Considere também
que ventos advectivos com velocidade ν também podem resultar em um movimento de
massas populacionais [8]. Considere ainda que o atraso no tempo de reprodução é τ , a
taxa de morte prematura é dada por µ e a taxas de natalidade e mortalidade são dadas,
respectivamente, por b(u) e d(u). A equação que governa este fenômeno é dada por [12]:

∂u(x, t)

∂t
= D

∂

∂x

(
∂u(x, t)

∂x

)
+ e−µτ b(u) − d(u) − ν

∂u(x, t)

∂x
−

Ncs∑
j=1

Bju(xj , t)δ(x− xj) (1)

para 0 < x < L e t > 0, onde xj representa a localização de cada armadilha com intensi-
dade Bj com número total dado por Ncs, δ(x−xj) é a função Delta de Dirac e a condição
inicial é dada por:

u(x, t) = u0(x, t), −τ ≤ t ≤ 0 (2)

juntamente com as condições de contorno, dadas por:

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0 (3)

As taxas loǵısticas de nascimento e morte, b(u) e d(u), são:

b(u) =
u(x, t− τ)

K + Cu(x, t− τ)
, d(u) =

Pu2(x, t)

K + Cu(x, t− τ)
(4)

onde P, K e C são parâmetros do modelo de crescimento loǵıstico.
Seguindo o formalismo da Técnica de Transformada Integral Generalizada [1], pode-se

definir o seguinte par Transformada-Inversa:

Transformada: ui(t) =
L∫
0

u(x, t)ψ̃i(x)dx

Inversa: u(x, t) =
∞∑
i=1

ψ̃i(x)ui(t)

(5)

onde as autofunções normalizadas ψ̃i(x) são encontradas pela normalização de autofunções
geradas pela solução do problema de autovalor diferencial de Sturm-Liouville, obtido pela
aplicação da técnica de separação de variáveis à versão homogênea linear do problema
original [1].

Com a aplicação do operador
∫ L
0 (.)ψ̃i(x)dx ao problema original, o seguinte sistema

transformado é obtido:
dui(t)

dt
+ λ2iui(t) = gi(t,u) (6)

onde λi são os autovalores associados às autofunções ψ̃i(x), e:

u = (u1, u2, . . . , uN ) (7)
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gi(t,u) = gi,1(t,u) + gi,2(t,u) + gi,3(t,u) (8)

onde:

gi,1 =

∫ L

0

ψ̃i(x)e−µτ
∑N

j=1 uj(t− τ)ψ̃j(x)

K + C
∑N

j=1 uj(t− τ)ψ̃j(x)
dx (9)

gi,2 =

∫ L

0

ψ̃i(x)P
(∑N

j=1 uj(t)ψ̃j(x)
)2

K + C
∑N

j=1 uj(t− τ)ψ̃j(x)
dx (10)

gi,3 =

∫ L

0
ψ̃i(x)ν

∂

∂x

 N∑
j=1

uj(t)ψ̃j(x)

 dx (11)

gi,4 =
∑Ncs

k=1Bkψ̃i(xk)
(∑N

j=1 uj(t)ψ̃j(xk)
)

(12)

A condição inicial transformada é dada por:

ui(t) =

∫ L

0
ψ̃i(x)u0(x, t)dx, −τ ≤ t ≤ 0, i = 1, . . . , N (13)

O sistema infinito acoplado obtido é truncado em uma ordem N e solucionado nume-
ricamente através da rotina NDSolve do software Mathematica, com controle automático
dos erros absoluto e relativo.

Em [4] verificou-se um alto custo computacional para resolver o problema direto, isso
motiva soluções de baixa ordem ou até mesmo implementação de modelos aproximados que
permitam algum ganho nesse sentido, neste trabalho optou-se pela seguinte modificação
[2]:

∞∑
i=1

ui(t)ψ̃i(x) =

NR∑
i=1

ui(t)ψ̃i(x) (14)

apenas nas Equações (9-11), não alterando o número de equações presentes no sistema
acoplado Eq.( 13)

3 Resultados e Discussões

Baseando-se no trabalho [12] foram utilizados os valores da Tabela 1 para os parâmetros
do modelo e ν = 0, 001. Na Tabela 2 é apresentado o comportamento da solução do
problema direto considerando a presença de armadilhas com intensidade constante Bj , j =
1, ..., Ncs, posicionadas em x1 = 0, 2, x2 = 0, 4, x3 = 0, 6 e x4 = 0, 8. Os resultados
apresentados foram calculados com M = 150 sub-regiões na integração semi-anaĺıtica.

Na Tabela 2 pode-se observar a convergência da solução considerando diferentes valores
para a ordem de truncamento N , embora não seja informado na tabela quanto maior o
valor de N maior o tempo computacional. Na Figura 1 pode-se ver o efeito da advecção
na solução do problema inverso mostrando que quanto maior o valor da advecção menos
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Tabela 1: Parâmetros para solução do problema direto.

D P K C B µ τ L u0(x, t)

0,0001 0,005 1 0,5 0,001 0,0 10 1 1

Tabela 2: Comportamento de Convergência

N u(x, t = 50) u(x, t = 100)

x = 0, 2 x = 0, 4 x = 0, 5 x = 0, 2 x = 0, 4 x = 0, 5

30 0,741809 0,728373 0,866038 0,672320 0,613616 0,726736
50 0,733075 0,719393 0,870923 0,665097 0,608228 0,732991
70 0,729631 0,716636 0,872397 0,662263 0,606069 0,735041
90 0,727789 0,714877 0,873072 0,660754 0,604910 0,736031

110 0,726225 0,713376 0,874026 0,659482 0,603913 0,737193
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Figura 1: Efeito da Advecção para diferentes tempos. Vermelho t = 50, azul t = 100 e verde

t = 250.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0353 010353-4 © 2020 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0353


5

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

u

(a) Solução com Modelo Reduzido

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

0.5

0.6

0.7

0.8

u

(b) Solução Sem Modelo Reduzido

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

0.5

0.6

0.7

0.8

u

(c) Redução Apenas nas Taxas de
Natalidade e Mortalidade Eqs.(9-
10)

Figura 2: Comparação entre modelos

o efeito das armadilhas impulsivas é percebido fazendo com que a população se disperse
sem ser atingida.

Na Figura 2a pode-se ver o perfil da solução considerando o modelo reduzido e a solução
considerando o modelo completo Figura 2b, pode-se observar que o efeito da advecção não
foi recuperado quando utilizou-se o modelo reduzido, porém quando é feita uma redução
apenas nos termos responsáveis pelas taxas de natalidade e mortalidade loǵısticas esse
efeito não é suprimido Figura 2c, isso provavelmente deve-se a baixa contribuição que os
termos de crescimento fornecem a solução do problema direto quando considerado esse
conjunto de parâmetros, porém esse efeito não foi investigado nesse trabalho ficando como
sugestão para trabalhos futuros.

4 Conclusões

O estudo da dinâmica populacional é um assunto de muita relevância, especialmente
quando trata do comportamento de vetores de doenças. Um número muito grande de
doenças são transmitidas por vetores de pequeno porte como mosquitos. Na dispersão de
uma população de mosquitos o vento pode ser um fator relevante na dinâmica dessa po-
pulação, neste trabalho utilizou-se um termo advectivo para modelar esse fenômeno e ver
seus efeitos para uma população com taxas de natalidade e mortalidade loǵısticas sujeitas
a um mecanismo de controle por meio de abate impulsivo. A solução dessa equação foi
implementada considerando o formalismo da técnica de Transformada Integral Generali-
zada. Notou-se que para maiores valores da velocidade do vento os efeitos das armadilhas
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locais são quase que completamente anulados.
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